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1 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS 2014/15

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Ist T der arithmetische Mittelwert des Merkmals X, dann sind |:| |:|
stets genauso viele Urlisteneintréige x; kleiner oder gleich = wie
grofler oder gleich 7.

2. Bei der Bildung der Klassen fiir die Klassierung eines Merkmals |:| |:|
muss stets gewéhrleistet sein, dass jeder Urlisteneintrag in genau
einer Klasse liegt.

3. Sind in einer Klausur mehr ménnliche als weibliche Priifungsteil- |:| |:|
nehmer durchgefallen und haben mehr weibliche als ménnliche
Priiflinge an der Klausur teilgenommen, so kann man daraus
stets schlieflen, dass die Durchfallquote unter den méannlichen
Priifungsteilnehmern grofler ist als die unter den weiblichen Prii-
fungsteilnehmern.

4. Es seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B,C € F
drei Ereignisse mit P(A) = P(B) = P(C') = 1. Dann gilt stets:

]
]

P(AUBUC) =1

5. Die Anzahl der Moglichkeiten, 3 aus 9 unterscheidbaren Objek-
ten auszuwéhlen, entspricht der Anzahl der Moglichkeiten, 6 aus
9 unterscheidbaren Objekten auszuwéhlen.

6. Hat die Verteilungsfunktion Fy einer Zufallsvariablen X min-
destens eine Sprungstelle, so kann X nicht stetig verteilt sein.

7. Die Summe von 4 stochastisch unabhéngigen N (10, 2%)-verteilten
Zufallsvariablen ist N (40, 8%)-verteilt.

HE
HE

8. Die Kovarianz Cov(X,Y) zweier Zufallsvariablen X und Y
ist betragsméfig stets grofler als der Korrelationskoeffizient
Korr(X,Y') der beiden Zufallsvariablen.
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

. (a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
; (b) leptokurtisch und linkssteil |:|
. ; (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
8 (d) platykurtisch und linkssteil |:|

2. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

(a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
(b) leptokurtisch und linkssteil [ ]
7777777777777777777777777 (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
(d) platykurtisch und linkssteil |:|

T T T T
95 100 105 110

3. Verteilungsfunktionen eindimensionaler Zufallsvariablen sind stets

a) monoton wachsend und rechtsseitig stetig.
) streng monoton wachsend und rechtsseitig stetig.

¢) monoton wachsend und stetig.

[ ]
[ ]
[ ]
d) streng monoton wachsend und stetig. |:|

4. Die Wahrscheinlichkeit, in dieser Klausuraufgabe (4 MC-Aufgabenteile mit jeweils
genau einer korrekten Antwort aus 4 Antwortmoglichkeiten) durch rein zufdlliges An-
kreuzen jeweils einer Antwortmoglichkeit (jede Antwortmoglichkeit erhalte also eine
Chance von 25%) keine einzige richtige Antwort zu markieren, betriagt (ggf. auf 2
Nachkommastellen gerundet):

(a) 25.00% [ ]
(b) 31.64% [ ]
(c) 68.36% [ ]
(d) 75.00% [ ]
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Aufgabe 3 (1 +4+4 5+ 3= 13 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei die folgende empirische Verteilungsfunktion gegeben:
(0.000 fir x<1

0.100 fir 1<z<3

0.350 fir 3<z<5

F(z)=<¢ 0575 fir 5<a<7

0.825 fir 7<xr <9

0.950 fir 9<z <11

. 1.000 fir =z > 11

AuBlerdem sei die Lange der Urliste n = 40 bekannt.

(a) Geben Sie die Menge A der Merkmalsausprigungen an.
(b) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Haufigkeiten.

(c) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(d) Bestimmen Sie ein unteres Quartil, ein oberes Quartil und den zugehorigen Inter-
quartilsabstand des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 + 4 + 3 + 3 = 16 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 25 gegeben:

13.76, 14.18, 14.48, 15.11, 16.27, 19.65, 20.99, 21.98, 25.33, 27.60, 29.75, 30.46,
30.77, 31.74, 33.27, 33.31, 35.26, 35.65, 36.36, 43.75, 45.55, 49.97, 54.53, 61.62,
64.66

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (10,20], Ky = (20,30], K3 = (30,45], K, = (45, 70]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhaufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 32.247

(d) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) das obere Quartil sowohl
exakt aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir
die klassierten Daten.
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Aufgabe 5 (2 + 2 4+ 2 = 6 Punkte)

Bei der Herstellung von Terrassendielen tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 3% ein
Fehler beim Zuschnitt der Dielen auf, mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% ein Fehler
beim Friasen der Dielen und mit einer Wahrscheinlichkeit von 1.5% sowohl ein Fehler
beim Zuschnitt der Dielen als auch ein Fehler beim Friasen der Dielen. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

(a) hochstens einer der beiden Fehler,
(b) mindestens einer der beiden Fehler,

(c) ein Fehler beim Zuschnitt der Dielen, aber kein Fehler beim Frésen der Dielen

auftritt.

Aufgabe 6 (6 + 2 4+ 2 = 10 Punkte)

Ein Hersteller von Tiefkiihlfertiggerichten bezieht seine Frischfischlieferungen von den vier
Groflhédndlern A, B, C und D. Dabei werden einzelne Lieferungen mit einer Wahrschein-
lichkeit von 40% von Lieferant A, 35% von Lieferant B, 15% von Lieferant C und 10%
von Lieferant D geliefert. Bei den anschlieBenden Qualitdtskontrollen gibt es erfahrungs-
geméif mit einer Wahrscheinlichkeit von 1% bei Lieferant A, 1.5% bei Lieferant B, 3% bei
Lieferant C und 4% bei Lieferant D Anlass zu Beanstandungen.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewihlte Lieferung in der
Qualitatskontrolle nicht beanstandet wird?

(b) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine von der Qualitétskontrolle nicht be-
anstandete Lieferung von Grohindler B geliefert wurde?

(c) Sind die Ereignisse ,Lieferung wird beanstandet* und , Lieferung stammt von Grof-
héndler B“ stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 7 (1 + 2+ 2 + 2 = 7 Punkte)

Die Anzahl der Unfille pro Tag auf einem bestimmten Autobahnabschnitt lasse sich als
eine Pois(0.25)-verteilte Zufallsvariable auffassen. Auflerdem soll angenommen werden,
dass die Anzahl der Unfille pro Tag auf diesem Autobahnabschnitt fiir unterschiedliche
Tage stochastisch unabhéngig ist.

(a) Welchen Erwartungswert hat die Anzahl der Unfille pro Tag auf diesem Autobahn-
abschnitt?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignen sich an einem Tag auf diesem Autobahn-
abschnitt 0 Unfalle?

(c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignet sich an einem Tag auf diesem Autobahnab-
schnitt hochstens 1 Unfall?

(d) Welche Verteilung hat die Anzahl der Unfille pro Woche auf diesemm Autobahn-
abschnitt? Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignet sich in einer Woche auf diesem
Autobahnabschnitt mindestens 1 Unfall?
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Aufgabe 8 (54 2+ 6 + 4 = 17 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
%x—i—i fir —1<er<1

fx(x)=¢ —x+2 firl<z<2

0 sonst

(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F'y von X.
(

)
b) Berechnen Sie P ({X < 0}) und P ({0 < X < 2}).
(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

)

(d) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

Aufgabe 9 (24 9+ 1+ 3 =15 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |1 3 5 Di
2 ; 2 i

4 3 5 0

P

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y) sowie Korr(X,Y).
(¢) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(d) Berechnen Sie E (2X — 6Y) sowie Var (2X — 6Y).

Aufgabe 10 (2 + 2 4+ 3 = 7 Punkte)

Ein freiberuflicher Netzwerktechniker benotigt fiir das Auflegen eines Netzwerkanschlusses
im Mittel 16 Minuten bei einer Standardabweichung von 2 Minuten. Man kann davon
ausgehen, dass die benotigten Zeitdauern fiir die einzelnen Anschliisse nicht gegenseitig
voneinander abhédngen. In einem bestimmten Schaltschrank sind insgesamt 25 Anschliisse
aufzulegen.
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(a) Geben Sie die den Erwartungswert sowie die Standardabweichung der gesamten
Arbeitszeit (fiir alle 25 Netzwerkanschliisse) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Netzwerktechniker nicht ldnger als 7 Stunden bzw.
420 Minuten zum Auflegen aller Anschliisse benotigt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um niaherungsweise ein 0.95-Quantil
fiir die gesamte Arbeitszeit (fiir alle 25 Anschliisse) zu bestimmen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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2 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2015

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Ordinalskalierte Merkmale sind stets numerisch. |:| |:|

2. Ist x, ein p-Quantil eines kardinalskalierten Merkmals X (mit |:| |:|
0 < p < 1), dann ist hochstens ein Anteil von 1 — p der Urlisten-
eintrage zum Merkmal X grofler als x,,.

3. Sind in einer Klausur mehr ménnliche als weibliche Priifungsteil- |:| |:|
nehmer durchgefallen und haben mehr ménnliche als weibliche
Priifflinge an der Klausur teilgenommen, so kann man daraus
stets schlieen, dass die Durchfallquote unter den ménnlichen
Priifungsteilnehmern grofler ist als die unter den weiblichen Prii-
fungsteilnehmern.

4. In einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum kann jeder be-
liebigen Teilmenge der Ergebnismenge eine Wahrscheinlichkeit
zugeordnet werden.

5. Die Wahrscheinlichkeit, beim 5-maligen Wiirfeln mit einem (fai-
ren) Wiirfel lauter unterschiedliche Punktzahlen zu erhalten, ist
kleiner als 10%.

6. Wenn Sie alle 8 Aufgabenteile dieser Aufgabe jeweils entweder
mit wahr oder mit falsch beantworten, dann haben Sie zur Be-
arbeitung der Aufgabe insgesamt 82 Moglichkeiten.

7. Ist (X,Y) zweidimensional normalverteilt, dann gilt stets:

| Korr(X,Y)] <0.5

I e I O
I e I O

8. Die Varianz der Summe von zwei Zufallsvariablen ist stets min-
destens so grofl wie die Summe der beiden einzelnen Varianzen.
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|

c) platykurtisch und rechtssteil |:|
d) platykurtisch und linkssteil |:|

0.00 005 010 0.15

T T T T 1
85 90 95 100 105

2. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste
3, 5 7, 7,9, 9, 9 12

des ordinalskalierten Merkmals X lauten:

(a) 3, 5, 75, 7.5, 95, 9.5, 95, 12 [ ]
(b) 1, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5 [ ]
(¢) 1, 2, 35, 35 6, 6, 6, 8 [ ]
(d) 1, 2, 35, 3.5, 55, 55, 55, 7 [ ]

3. Wenn Sie in dieser Klausuraufgabe (4 MC-Aufgabenteile mit jeweils genau einer kor-
rekten Antwort aus 4 Antwortmoglichkeiten) alle Aufgabenteile durch rein zufdilliges
Ankreuzen jeweils einer Antwortmoglichkeit (jede Antwortmoglichkeit erhalte also
jeweils eine Chance von 25%) bearbeiten, ist der Erwartungswert IThrer Punktzahl
beim aktuellen Bewertungsschema (jeweils 3 Punkte fiir die einzig richtige Antwort,
0 Punkte fiir eine falsche Antwort) gleich:

4. Sind X und Y zwei stochastisch unabhéngige Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit
E(X)=E(Y) =8, dann ist die Verteilung von X + Y
a) im Allgemeinen keine Poisson-Verteilung.
) eine Poisson-Verteilung mit Erwartungswert 4.

¢) eine Poisson-Verteilung mit Erwartungswert 8.

NN

d) eine Poisson-Verteilung mit Erwartungswert 16.
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Aufgabe 3 (3+ 34+ 1+ 5+ 3= 15 Punkte)

Bei einer Umfrage wurden 40 Haushalte befragt, wie viele Tablets sie verwenden (Merkmal
X). Das Ergebnis der Umfrage ist die folgende (bereits aufsteigend sortierte) Urliste zu
X:
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,2, 2, 2, 2, 2, 2,
2,2,2,2/3,3,4,4,4

(a) Erstellen Sie eine Tabelle mit den absoluten und relativen Haufigkeiten.
(b) Stellen Sie die zugehorige empirische Verteilungsfunktion auf.

(c) Wie grof3 ist der Anteil der Haushalte in der Umfrage, die hochstens 1 Tablet ver-
wenden?

(d) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(e) Bestimmen Sie ein unteres Quartil, ein oberes Quartil und den zugehdorigen Inter-
quartilsabstand des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 + 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Liange n = 40 gegeben:

11.09, 12.57, 12.80, 13.90, 15.43, 17.14, 17.76, 18.68, 21.96, 22.19, 23.80, 25.42,
927.27, 28.30, 32.26, 32.83, 39.57, 39.70, 41.72, 42.72, 44.46, 46.47, 47.07, 47.08,
47.51, 49.24, 50.24, 50.69, 51.24, 53.44, 54.36, 54.86, 60.92, 62.38, 64.29, 64.75,
67.48, 69.50, 70.05, 77.20

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (10,20], Ky = (20,30], K3 = (30,60}, K4 = (60,90]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhaufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 40.7587

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 25 und
50. Welche Naherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.
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Aufgabe 5 (5 + 2 = 7 Punkte)

Bei einem Chip-Hersteller verteilt sich die Produktion eines bestimmten Mikrocontrollers
auf insgesamt drei verschiedene Produktionslinien A, B und C. Dabei werden im Mittel
20% der Chips auf Linie A, 30% der Chips auf Linie B und 50% der Chips auf Linie C
hergestellt. Aus den Ergebnissen der Qualitéitssicherung ist bekannt, dass 3% der Chips
aus Linie A, 2% der Chips aus Linie B und 1% der Chips aus Linie C fehlerhaft sind.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewihlter Chip nicht feh-
lerhaft ist?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlerhafter Chip auf der Linie C
produziert wurde?

Aufgabe 6 (6+2+6+1+4 =18 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:

ix—}—% fir —3<zr<-1
fx(@)=< qz+1 fir —1<2z<1
0 sonst

a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.

(
(b) Berechnen Sie P ({X < —32}) und P ({X > 1}).

)
)

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?
)

(e) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

Aufgabe 7 (2 + 1 4 2 = 5 Punkte)

Die Wartezeit zwischen zwei Ubertragungsfehlern in einem Datennetzwerk lasse sich als
eine exponentialverteilte Zufallsvariable auffassen. Im Mittel vergehen zwischen zwei Uber-
tragungsfehlern 20 Sekunden.

(a) Welche Standardabweichung hat die Wartezeit zwischen zwei Ubertragungsfehlern?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit betriigt die Wartezeit zwischen zwei Ubertragungs-
fehlern mehr als 15 und weniger als 30 Sekunden?

(¢) Berechnen Sie das 0.95-Quantil der Wartezeit zwischen zwei Ubertragungsfehlern.

Aufgabe 8 (2+ 3+ 9+ 1+ 3 =18 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):
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X\Y |2 3 4 Di.
0o |3 : :

L 5 i i

2|4 5 5

P

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Y unter der Bedingung
X = z; fir alle z; € T(X) iber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlichkeits-
funktionen an.

(c¢) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y") sowie Korr(X,Y).
(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(e) Berechnen Sie E (—3X + 4Y') sowie Var (—3X +4Y).

Aufgabe 9 (2 + 4 4+ 4 = 10 Punkte)
Die Zufallsvariablen X7, ..., X43, seien unabhéngig identisch B(1,0.25)-verteilt. Die Sum-
me der Zufallsvariablen X, sei mit

432
Y::ZX12X1+..-+X432

i=1
bezeichnet.

(a) Geben Sie die (exakte) Verteilung von Y sowie deren Erwartungswert E(Y') und
Varianz Var(Y) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um niherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Y Werte zwischen 100 und 120 annimmt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um niherungsweise ein 0.90-Quantil
von Y zu bestimmen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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3 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS 2015 /16

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Sind alle n Eintrége einer Urliste der Lénge n zu einem mindes- |:| |:|
tens ordinalskalierten Merkmal X verschieden, so besteht auch
die Urliste zum zugehorigen Rangmerkmal rg(X) aus n unter-
schiedlichen Werten.

]
]

2. Ist a; eine Ausprdgung des Merkmals X und b; eine Auspré-
gung des Merkmals Y auf derselben Menge von Merkmalstra-
gern, dann ist (a;,b;) stets eine Ausprigung des zugehorigen
zweidimensionalen Merkmals (X, Y).

3. Fiir den korrigierten Pearsonschen Kontingenzkoeffizienten C%

zweier Merkmale X und Y gilt stets 0 < O§°§ <1.

4. Beim gleichzeitigen Wiirfeln mit zwei (fairen) Wiirfeln ist es
wahrscheinlicher, fiir die Summe der Punktzahlen den Wert 11
als den Wert 2 zu erhalten.

5. Wenn Sie alle 8 Aufgabenteile dieser Aufgabe rein zufallig mit
wahr oder falsch beantworten, dann betréigt der Erwartungswert
Ihrer in dieser Aufgabe erreichten Punktzahl 4.

NN
NN

6. Es seien (£, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B,C' € F
drei Ereignisse mit P(C') > 0. Dann gilt:

P(A|C) < P(BIC) =  P(A) < P(B)

7. Fiir eine Zufallsvariable X gelte P(X € {0,8,15}) = 1. Damit
ist X eine diskrete Zufallsvariable.

NN
NN

8. Liegen alle Tragerpunkte eines zweidimensionalen Zufallsvek-
tors (X,Y) auf einer Geraden mit der Steigung —0.8, so gilt
Korr(X,Y) = —0.8.
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Aufgabe 2

(12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.
Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-

tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten

hindeutet:

42 44 46 48

54

leptokurtisch und rechtssteil

leptokurtisch und linkssteil

platykurtisch und rechtssteil
platykurtisch und linkssteil

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

2. Die 4-stellige Gewinnzahl einer Lotterie wird durch Ziehen ohne Zuriicklegen un-
ter Beriicksichtigung der Reihenfolge aus einer Urne mit den Ziffern {1,2,...,9}
gebildet. Dann betréigt die Anzahl der méglichen Gewinnzahlen insgesamt:

9!

@) O=3

(b) G):4ﬁa

HiNRERE

3. Die Anzahl der verschiedenen 4-stelligen Zahlen, die aus den Ziffern 3, 7, 9 und 9
gebildet werden koénnen (eine der moglichen Zahlen ist also 9973), betrégt:

4. Fiir n € N seien die Zufallsvariablen Xi,. nt;
E(X;) = p und Var(X;) = o2 fiir alle ¢ € {1,...,n}. Dann gilt fiir X =

(a)

(
(
(

b

c)

d

)

)

3799
(a)

ST or 0l
0) i
© e
@) ot

HREpERE

.., X, unabhéngig identisch verteilt mit

%Z?:l X;

NN
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Aufgabe 3

(4 4+ 5+ 3 + 3 = 15 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei das folgende Stabdiagramm gegeben:

h(a)

Te}
—

10

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Héufigkeiten.

(b) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(c) Geben Sie die empirische Verteilungsfunktion des Merkmals X an.

(d) Berechnen Sie ein unteres Quartil, ein oberes Quartil und den zugehérigen Inter-
quartilsabstand des Merkmals X.

Aufgabe 4

(6 + 4 + 3 + 3 = 16 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 30 gegeben:

22.73, 23.57, 26.90, 29.07, 30.76, 30.77, 36.97, 37.46, 37.90, 38.26, 39.24, 39.52,
39.78, 39.81, 40.14, 41.10, 49.05, 52.59, 57.52, 58.16, 58.90, 59.32, 59.57, 60.60,
60.60, 61.24, 62.18, 65.46, 72.75, 73.65

Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen

K1 = (5,35], K» = (35,55], K3 = (55,65, K, = (65, 75]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhaufigkeiten, Héufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b)

der Klassierung der Daten auf.

Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie gro8 ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 46.8527

Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS 2015/16
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(d) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.

Aufgabe 5 (1 + 2 + 2 = 5 Punkte)

Eine Urne enthalt 200 Kugeln, von denen 10 blau und gestreift, 90 rosa und gestreift, 30
blau und kariert sowie 70 rosa und kariert sind. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass

(a) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel blau und gestreift ist?
(b) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel rosa ist?

(c) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel kariert ist, wenn man weiB, dass
sie rosa ist?

Aufgabe 6 (6 + 2 4+ 2 = 10 Punkte)

In einer Abteilung einer Finanzbehorde werden eingehende Einkommenssteuererklarun-
gen zufillig auf die Mitarbeiter A, B, C und D aufgeteilt. Aufgrund unterschiedlicher
Ausfiihrungsgeschwindigkeiten werden 30% der Erklarungen von Mitarbeiter A, 30% der
Erklarungen von Mitarbeiter B, 15% der Erkldrungen von Mitarbeiter C und 25% der Er-
klarungen von Mitarbeiter D bearbeitet. Gegen die ausgestellten Steuerbescheide werden
mit einer Wahrscheinlichkeit von 3% bei Mitarbeiter A, 4% bei Mitarbeiter B, 6% bei
Mitarbeiter C und 5% bei Mitarbeiter D (erfolgreich) Einspriiche eingelegt.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass gegen einen zufillig ausgewéhlten Einkom-
menssteuerbescheid ein (erfolgreicher) Einspruch eingelegt wird?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein nicht (erfolgreich) per Einspruch be-
anstandeter Einkommenssteuerbescheid von Mitarbeiter B ausgestellt wurde?

(c) Sind die Ereignisse ,,Bescheid wird (erfolgreich) beanstandet* und ,Mitarbeiter B
hat den Bescheid erstellt” stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 7 (3+2+ 12 + 1 + 4 = 22 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Verteilungsfunktion
gegeben:
( 0 fir z < -2

—ir?—iz  fir —2<z<-1

3,2, 3 A
6L+ 55 fir —1<x<1

L 1 fiir x > 1

(a) Berechnen Sie eine Dichtefunktion fx von X.

(b) Berechnen Sie P ({X < 0}) und P ({0 < X < 1}).
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(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X) und die Varianz Var(X).
(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?

(e) Bestimmen Sie den Median von X.

Aufgabe 8 (24 9+ 1+ 3 =15 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |0 1 2 Di
N : o

|3 : :

s : o

pj

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y) sowie Korr(X,Y).
(c¢) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(d) Berechnen Sie E (3X —4Y") sowie Var (3X — 4Y).

Aufgabe 9 (1 +4 4 4 = 9 Punkte)

In einem Hotel mit 300 Zimmern kénnen Zimmerreservierungen bis zum Anreisetag kos-
tenlos storniert werden. Man weifl aus Erfahrung, dass im Mittel 13% der reservierten
Zimmer tatsachlich kurzfristig storniert werden. Um die Zahl der freien Zimmer méoglichst
gering zu halten, nimmt das Hotel daher mehr Zimmerreservierungen an als Zimmer im
Hotel vorhanden sind.

(a) Wie ist die Anzahl Y der tatsdchlich wegen Reservierungen benétigten (also nicht
stornierten) Zimmer verteilt, wenn insgesamt 330 Zimmerreservierungen angenom-
men wurden und davon ausgegangen werden kann, dass das Stornierungsverhalten
der Hotelgéste voneinander unabhéngig ist?

(b) Berechnen Sie unter Verwendung des zentralen Grenzwertsatzes die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass bei 330 angenommenenen Reservierungen geniigend Zimmer zur
Verfiigung stehen, um alle Hotelgéste, die reserviert und nicht storniert haben, auch
im Hotel unterzubringen.
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(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um nédherungsweise ein 0.9-Quantil der
Anzahl in Anspruch genommener Zimmerreservierungen Y zu bestimmen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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4 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2016

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Die Fléacheninhalte der Rechtecke eines Histogramms addieren |:| |:|
sich immer zu 1.

2. Ist (a;,b;) eine Ausprigung des zweidimensionalen Merkmals |:| |:|
(X,Y), dann sind sowohl die relative Randhaufigkeit r(a;) des
Merkmals X fiir a; als auch die relative Randhéaufigkeit 7(b;) des
Merkmals Y fiir b; stets positiv.

]
]

3. Das Porto eines Standardbriefs hat sich in Deutschland Anfang
letzten Jahres um 3.33% sowie Anfang diesen Jahres um 12.90%
erhoht. Die durchschnittliche Preissteigerung der vergangenen
beiden Jahre betréigt also (gerundet) 8.01%.

4. Es seien A, B und C drei Ereignisse in einem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F, P) mit P(C) = 0.5, P(B|C) = 0.6 und
P(A|BNC) = 0.4. Damit gilt P(ANBNC)=0.12.

5. Die Wahrscheinlichkeit, beim 5-maligen Wiirfeln mit einem (fai-
ren) Wiirfel lauter unterschiedliche Punktzahlen zu erhalten, ist
genauso grofl wie beim 6-maligen Wiirfeln.

6. Fiir eine Zufallsvariable X gelte P(X € {0,8,15}) = 0. Damit
ist X eine stetige Zufallsvariable.

7. Die beiden Zufallsvariablen X und Y seien stochastisch unab-
héngig. Dann gilt (falls alle beteiligten Momente existieren) stets
E(X-Y)=EX)- E(Y).

I I R B B
I I R B B

8. Sind X und Y zwei Zufallsvariablen mit positiven Varianzen, so
stimmt der Korrelationskoeffizient von X und Y mit der Kova-
rianz der standardisierten Zufallsvariablen iiberein, es gilt also:

Korr(X,Y) = Cov (X —EXY) Y- E(Y)>

VVar(X) " /Var(Y)
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.

Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-

tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten

hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil

(

| m — (b) leptokurtisch und linkssteil
(c) platykurtisch und rechtssteil
(

d) platykurtisch und linkssteil

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

2. Fiir die ersten fiinf Elfmeter eines Elfmeterschieffens werden aus einer Mannschaft 5
von 11 Spielern als Schiitzen ausgewéhlt sowie die Reihenfolge festgelegt, in der diese
5 Schiitzen antreten. Die Anzahl der hierfiir moglichen Konstellationen betrigt:

(a) 115
(b) 511

11 11!
@<Qﬁﬁ
@ (1=

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

3. Beim Zufallsexperiment des einmaligen Wiirfelns mit einem gewohnlichen 6-seitigen

Wiirfel

a) sind {2} und {5,6} jeweils Ergebnisse.

)
b) sind {2} und {5,6} jeweils Ereignisse.

d) ist {2} ein Ereignis und {5,6} ein Ergebnis.

(
(
(c¢) ist {2} ein Ergebnis und {5,6} ein Ereignis.
(

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

4. Sind X und Y zwei stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ B(20,0.25)

und Y ~ B(30,0.25), dann ist die Verteilung von X + Y eine

(a) B(50,0.25)-Verteilung.
(b) B(50,0.5)-Verteilung.
(c) B(25,0.25)-Verteilung.
(d) B(25,0.5)-Verteilung.

NN
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Aufgabe 3 (1+4+ 1+ 5+ 2 =13 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei die folgende empirische Verteilungsfunktion gegeben:
(0.00 fir =<2

0.08 fir 2<x<3

022 fir 3<z<4

F(z)=14 050 fir 4<z<5

0.72 fir 5<x<6

096 fir 6 <o <7

( 1.00 fir x>7

AuBlerdem sei die Lange der Urliste n = 50 bekannt.

(a) Geben Sie die Menge A der Merkmalsausprigungen an.

(b) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Haufigkeiten.

(c) Wie groB ist der Anteil der Urlisteneintrige, die Werte von mehr als 5 annehmen?
)

(d) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(e) Bestimmen Sie ein unteres Quartil und einen Median des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4+4 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Linge n = 25 gegeben:

20.28, 28.78, 29.43, 35.63, 37.90, 39.63, 48.54, 51.15, 51.81, 53.52, 56.11, 59.21,
61.27, 62.47, 64.88, 65.02, 73.04, 73.72, 78.42, 79.65, 89.86, 91.70, 93.73, 97.13,
98.89

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (10,40], Ky = (40,60], K5 = (60,80], K4 = (80, 100]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhaufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 61.6717

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 40 und
90. Welche Naherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?
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(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.

Aufgabe 5 (6 + 2 4+ 1 = 9 Punkte)

In einer Fufballmannschaft sind die vier Mitspieler Andreas, Bastian, Christian und Da-
niel fiir die Ausfithrung von Eckstéfien zusténdig. Dabei werden im Mittel 20% der Eck-
stoBe von Andreas, 30% der Eckstéfie von Bastian, 30% der EckstoBe von Christian und
20% der Eckstofie von Daniel ausgefithrt. Aus einer ausfiihrlichen statistischen Auswer-
tung ist bekannt, dass 7% der EckstoBe von Andreas, 12% der Eckstofe von Bastian, 10%
der Eckstofe von Christian und 10% der Eckstéfie von Daniel zu einem Tor fiihren.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewéhlter Eckstofl zu einem
Tor fithrt?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eckstof}, der nicht zu einem Tor gefiihrt
hat, von Christian ausgefiithrt wurde?

(c) Sind die Ereignisse , Eckstof§ fithrt zu einem Tor* und , Ecksto8 wird von Christian
ausgefiihrt® stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 6 (5+2+6+ 1+ 4 =18 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
%x+1 fir —2<x< -1

fx(x) = —%x—l—% fir —1<x<2

0 sonst

a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F'x von X.

(
(b) Berechnen Sie P ({X < 0}) und P ({—1 < X < 1}).

(
(d

)
)
¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?
)

(e) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

Aufgabe 7 (2 + 3 = 5 Punkte)

Als Hausaufgabe im Fach Geschichte waren die Geburtsdaten von 25 bekannten Entde-
ckern auswendig zu lernen. Die Schiilerin Ella Emsig hat 20 dieser Geburtsdaten auswendig
gelernt (die Chance, bei den anderen 5 Geburtsdaten durch Raten eine richtige Antwort
zu geben, sei gleich Null). Der Lehrer iiberpriift, ob Ella die Hausaufgabe ordentlich erle-
digt hat, indem er 4 Mal rein zuféllig und unabhéngig voneinander einen der Entdecker
auswahlt und die zugehorigen Geburtsdaten abfragt. Kann Ella mindestens zu 3 dieser 4
Entdecker die Geburtsdaten korrekt angeben, so ist die Uberpriifung bestanden.
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(a) Welche Verteilung besitzt die Anzahl der von Ella abgegebenen richtigen Antworten?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht Ella die Uberpriifung?

Aufgabe 8 (24+ 3+ 9+ 1+ 3 =18 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |3 4 6 i
1 v iz ;

2 % z 0

3 = : 0

P

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Y unter der Bedingung
X = x; fiir alle z; € T(X) iber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlichkeits-
funktionen an.

(c¢) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y) sowie Korr(X,Y).
(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(e) Berechnen Sie E (—3X + 6Y') sowie Var (—3X +6Y).

Aufgabe 9 (2 + 4 4+ 4 = 10 Punkte)
Die Zufallsvariablen X7,..., X3, seien unabhéngig identisch Pois(8)-verteilt. Die Summe
der Zufallsvariablen X; sei mit

32
Y:ZXZ:Xl—f——I—XgQ

i=1
bezeichnet.

(a) Geben Sie die (exakte) Verteilung von Y sowie deren Erwartungswert E(Y) und
Varianz Var(Y) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Y Werte zwischen 240 und 260 annimmt.
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(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise einen um den Er-
wartungswert von Y symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich Y mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0.95 realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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5 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS 2016 /17

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Die Summe der Differenzen aller Urlisteneintrdge x; eines kar- |:| |:|
dinalskalierten Merkmals von deren arithmetischem Mittel T ist
stets 0, es gilt also (falls n die Lange der Urliste bezeichnet) stets

Yo (x; —T) =0.

2. In einem Histogramm entspricht die Hohe eines Rechtecks stets
der relativen Héufigkeit der zugehorigen Klasse.

3. Bei linkssteilen (kardinalskalierten) Merkmalen ist der Median
tendenziell grofler als das arithmetische Mittel.

4. Die Wahrscheinlichkeit, beim 4-maligen Wiirfeln mit einem (fai-
ren) Wiirfel lauter unterschiedliche Punktzahlen zu erhalten, ist
groBer als 25%.

5. Es seien (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € F zwei
Ereignisse mit P(A) = 0.5 und P(AU B) = 1. Dann gilt stets
P(B) > 0.5.

6. Sind X und Y Zufallsvariablen mit E(X) = 7 und E(Y) = 5,
dann gilt E(X +Y) = 12, auch wenn X und Y stochastisch
abhéngig sind.

7. Die Summe von 4 stochastisch unabhéngigen N (25, 3%)-verteilten
Zufallsvariablen ist N (100, 62)-verteilt.

e N
e N

8. Fiir die Zufallsvariablen X und Y gelte Cov(X,Y) = 0. Dann
sind X und Y stets stochastisch unabhéngig.
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|

c) platykurtisch und rechtssteil |:|
d) platykurtisch und linkssteil |:|

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

T T 1
32 34 36 38

N}
@
w
o

2. Auf der Bank der Ersatzspieler einer Fulballmannschaft sitzen 7 Spieler. Wenn wéh-
rend des FuBballspiels 3 Ersatzspieler eingewechselt werden und die Reihenfolge der
Einwechslungen keine Rolle spielen soll, so betrégt die Anzahl der verschiedenen Ein-
wechslungsmoglichkeiten (fiir diese Mannschaft) insgesamt:

@ M= [
7 7!

(b) <3> = L]

(c) 7 L]

(d) 37 L]

3. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste
3, 4, 4, 6, 6, 6, 7, 10
des ordinalskalierten Merkmals X lauten:
(a) 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5
(b) 1, 25 25, 5 5 5 7, 8
()
(d) 3, 4.5, 45, 6, 6, 6, 7, 10

. 2.5, 25, 35, 35, 35 6, 7

NN
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4. Die Wahrscheinlichkeit, in dieser Klausuraufgabe (4 MC-Aufgabenteile mit jeweils
genau einer korrekten Antwort aus 4 Antwortmdoglichkeiten) durch rein zufdlliges An-
kreuzen jeweils einer Antwortmoglichkeit (jede Antwortmoglichkeit erhalte also eine
Chance von 25%) genau zwei richtige Antworten zu markieren, betrigt (ggf. auf 2
Nachkommastellen gerundet):

(a) 3.52% [ ]
(b) 12.50% [ ]
(¢) 21.09% [ ]
(d) 25.00% [ ]

Aufgabe 3 (44 1+ 5+ 2 =12 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei die folgende empirische Verteilungsfunktion gegeben:
(0.00 fir =< —1

0.08 fir -1 <2<0

040 fir 0<zx<1

0.66 fir 1<z<?2

0.90 fir 2<x<3

1.00 fir >3

AuBlerdem sei die Lange der Urliste n = 50 bekannt.

\

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Hiufigkeiten.
(b) Wie grof ist der Anteil der Urlisteneintrige, die Werte von mindestens 1 annehmen?

(c¢) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(d) Bestimmen Sie ein unteres Quartil und ein oberes Quartil des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 40 gegeben:

5.50, 5.91, 8.23, 10.27, 10.52, 10.76, 15.96, 16.39, 16.98, 17.85, 18.83, 19.50,
19.78, 20.57, 23.84, 24.13, 24.39, 24.45, 25.29, 25.89, 27.03, 28.08, 30.87, 31.70,
31.90, 32.67, 38.35, 39.94, 42.31, 44.66, 45.47, 47.02, 47.52, 48.01, 49.10, 50.77,
51.20, 51.33, 52.05, 52.09

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
Ky = (5,15], Ky = (15,25], K3 = (25,40], K4 = (40, 60]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhaufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.
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(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie gro8 ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 29.6787

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 10 und
50. Welche Niherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.

Aufgabe 5 (2 + 2 4+ 2 = 6 Punkte)

Bei der Herstellung von Deckenpaneelen tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 4% ein
Fehler beim Zuschnitt der Paneele auf, mit einer Wahrscheinlichkeit von 3.5% ein Fehler
beim Laminieren der Paneele und mit einer Wahrscheinlichkeit von 2.5% sowohl ein Fehler
beim Zuschnitt der Paneele als auch ein Fehler beim Laminieren der Paneele. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

(a) hochstens einer der beiden Fehler,
(b) mindestens einer der beiden Fehler,

(c) ein Fehler beim Zuschnitt der Paneele, aber kein Fehler beim Laminieren der Paneele

auftritt.

Aufgabe 6 (6 + 2 = 8 Punkte)

Ein Versandhaus beauftragt fiir den Versand seiner Sendungen einen von insgesamt vier
verschiedenen Versand-Dienstleistern A, B, C und D. Dabei werden durchschnittlich 20%
der Sendungen an Dienstleister A, 25% der Sendungen an Dienstleister B, 25% der Sendun-
gen an Dienstleister C und 30% der Sendungen an Dienstleister D iibergeben. Die umfang-
reiche Auswertung der vorhandenen Kunden-Feedbacks zu Qualitdt und Geschwindigkeit
der Lieferung ergab, dass 97% der Lieferungen mit Dienstleister A, 96% der Lieferungen
mit Dienstleister B, 97% der Lieferungen mit Dienstleister C und 98% der Lieferungen
mit Dienstleister D nicht beanstandet werden.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Sendung einen
Anlass zur Beanstandung durch den Kunden bietet?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine nicht beanstandete Lieferung mit
Dienstleister B versendet wurde?

Aufgabe 7 (5+2+6+ 1+ 4 =18 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
—%xqti fir —1<x<1

fx(x) = r—1 firl<z<?2

0 sonst
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(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fy von X.

(b) Berechnen Sie P ({X < —1}) und P ({—1 < X <1}).

(c¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?

(e) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

Aufgabe 8 (2 + 1 4 2 = 5 Punkte)

Die Wartezeit zwischen zwei Angriffen auf einen Internetrouter lasse sich als eine expo-
nentialverteilte Zufallsvariable auffassen. Im Mittel vergehen zwischen zwei Angriffen 5
Minuten.

(a) Welche Standardabweichung hat die Wartezeit zwischen zwei Angriffen?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit betréigt die Wartezeit zwischen zwei Angriffen we-
niger als 10 Minuten?

(c) Berechnen Sie das 0.90-Quantil der Wartezeit zwischen zwei Angriffen.

Aufgabe 9 (24 9+ 1+ 3 =15 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y | -1 0 1 pi.
2 | : 4

3 3 3 ;

L g i

D

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y) sowie Korr(X,Y).
(¢) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(d) Berechnen Sie E (2X — 4Y") sowie Var (2X —4Y).
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Aufgabe 10 (2 4+ 3 + 4 = 9 Punkte)

Ein Online-Héandler bietet fiir 400 der an einem Tag eingehenden Bestellungen einen
Express-Lieferservice an, der eine Abfertigung der Bestellung am néchsten Arbeitstag ga-
rantiert. Es ist davon auszugehen, dass die Zeitdauern zur Abfertigung einzelner Express-
Bestellungen (in Stunden) unabhéngig identisch verteilt sind mit einer mittleren Abferti-
gungsdauer von 0.2 Stunden bei einer Standardabweichung von 0.06 Stunden.

(a) Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung hat die Summe der Ab-
fertigungsdauern von 400 Express-Bestellungen?

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um die Wahrscheinlichkeit, dass 400
Express-Bestellungen in héchstens 82 (Mitarbeiter-)Stunden abgefertigt werden kon-
nen, (niherungsweise) zu berechnen.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise einen um den zu-
gehorigen Erwartungswert symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich die
Gesamtabfertigungsdauer von 400 Express-Bestellungen mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.95 realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung der Aufgabenteile (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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6 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2017

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. In einem Histogramm sind die Hohen der Rechtecke stets pro- |:| |:|
portional zu den relativen Haufigkeiten der zugehorigen Klassen.

2. Ist x, ein p-Quantil eines kardinalskalierten Merkmals X (mit |:| |:|
0 < p < 1), dann ist mindestens ein Anteil von 1 — p der Urlis-
teneintrdage zum Merkmal X grofler als oder gleich x,,.

3. In einer bestimmten Priifung waren 65% aller durchgefallenen |:| |:|
Priiflinge ménnlich, 35% weiblich. Daraus kann man schlielen,
dass der Anteil der durchgefallenen unter den ménnlichen Priif-
lingen grofler ist als unter den weiblichen Priiflingen.

4. Es seien A, B und C drei Ereignisse in einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, F, P) mit P(A) = 0.3, P(B) = 0.2 und
P(C) = 0.4. Damit gilt P(AUBUC) > 0.9.

5. Wiirfelt man fiinf Mal mit einem fairen Wiirfel, so ist die Anzahl

der Einsen geometrisch verteilt mit Parameter p =5 - % = %.

6. Fiir die stetige Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion Fy gel-
te Fx(z) = 1— Fx(—x) fiir alle z € R. Damit ist X symmetrisch
um Null verteilt.

7. Die beiden Zufallsvariablen X und Y seien unabhéngig und je-
weils Poisson-verteilt mit Parameter A = 10. Dann ist auch X+Y
Poisson-verteilt mit Parameter 10.

H
H

8. Sind X und Y zwei Zufallsvariablen mit positiven Varianzen, so
ist der Korrelationskoeffizient von 2- X und 2-Y doppelt so grofl
wie der Korrelationskoeffizient von X und Y.
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.
Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-

tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-

sten hindeutet:

0.20 0.30

0.10

0.00

16 17 18 19 20 21 22 23

2. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste

1.5,
1.5,
1.5,
1.5,

leptokurtisch und rechtssteil
leptokurtisch und linkssteil
platykurtisch und rechtssteil
platykurtisch und linkssteil

8, 8 8 11
5, 7, 85, 85, 85, 11
2, 3, 45, 4.5, 45, 6
3, 4, 6, 6, 6, 8

3, 4, 6.5, 6.5, 6.5, 8

Y

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

3. Esseien X und Y zwei Zufallsvariablen tiber dem Wahrscheinlichkeitraum (2, F, P)
mit existierenden positiven Varianzen Var(X) und Var(Y’) sowie existierender Kovari-
anz Cov(X,Y'). Dann gilt fiir die Unkorreliertheit von X und Y sowie die stochastische

Unabhéngigkeit von X und Y:

(a) Es gibt keinen Zusammenhang zwischen Unkorreliertheit und Un-

abhéngigkeit.

(b) Aus der stochastischen Unabhéngigkeit folgt die Unkorreliertheit.

(¢) Aus der Unkorreliertheit folgt die stochastische Unabhéingigkeit.

(d) Unkorreliertheit und stochastische Unabhéngigkeit sind dquivalent.

]

L]
L]
L]

4. Sind X;, X, und X3 drei stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~
N(30,5%), Xy ~ N(50,10%) und X3 ~ N(70,10%), dann ist die Verteilung von

X1 + X2 + X3 eine

a) N (50,25?%)-Verteilung.

b) N(150,25%)-Verteilung.

( (
( (
(c) N (50,15%)-Verteilung.
( (

d) N(150,15?)-Verteilung.

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
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Aufgabe 3

445+ 3+ 1+ 2= 15 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei das folgende Stabdiagramm gegeben:

h(a)

Te}
—

10

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Héufigkeiten.

(b) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(c) Geben Sie die empirische Verteilungsfunktion des Merkmals X an.

(d) Wie grof ist der Anteil der Urlisteneintrége, die Werte von mehr als 5 annehmen?

(e) Berechnen Sie ein unteres Quartil und ein oberes Quartil des Merkmals X.

Aufgabe 4

(7+4+ 3+ 2+ 2 =18 Punkte)

Gegeben sei das folgende Histogramm zur Klassierung einer Urliste der Lange n = 50:

Haufigkeitsdichte f;

0.028

0.016 0.020

0.011

0.002

95

(a) Rekonstruieren Sie die Klassierung der Daten aus dem Histogramm. Geben Sie
insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, absoluten und relati-
ven Klassenhédufigkeiten, Héufigkeitsdichten sowie die Werte der empirischen Ver-
teilungsfunktion an den Klassengrenzen an.
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(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 27.6387

(d) Welche Néherung fiir die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 20 und 70 kénnen
Sie unter Verwendung der approximativen Verteilungsfunktion fiir die klassierten
Daten berechnen?

(e) Bestimmen Sie ndherungsweise unter Verwendung der approximativen Verteilungs-
funktion fiir die klassierten Daten den Median.

Aufgabe 5 (4 + 2 = 6 Punkte)

Der 23-kopfige Kader einer Fufiballmannschaft bestehe aus drei Torwarten, acht Abwehr-
spielern, sieben Mittelfeldspielern und fiinf Stiirmern.

(a) Wie viele Moglichkeiten hat der Trainer, die Startelf — bestehend aus einem Torwart,
vier Abwehrspielern, vier Mittelfeldspielern und zwei Stiirmern — zusammenzustel-
len?

(b) Nehmen Sie nun an, dass der Trainer die Zusammenstellung gemaf Teil (a) rein
zufillig bestimmt, und dass zwei der fiinf Stiirmer bereits mit einer gelben Kar-
te vorbelastet sind. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau diese beiden
Stiirmer bei der zufélligen Zusammenstellung der Startelf ausgewéhlt werden?

Hinweis: Sie konnen diesen Aufgabenteil auch ohne die Bearbeitung von Aufgabenteil
(a) losen!

Aufgabe 6 (6 + 2 4+ 2 = 10 Punkte)

Ein Hersteller von Tiefkiihlfertiggerichten bezieht seine Frischfischlieferungen von den vier
Groflhédndlern A, B, C und D. Dabei werden einzelne Lieferungen mit einer Wahrschein-
lichkeit von 20% von Lieferant A, 50% von Lieferant B, 15% von Lieferant C und 15%
von Lieferant D geliefert. Bei den anschlieBenden Qualitdtskontrollen gibt es erfahrungs-
geméaf mit einer Wahrscheinlichkeit von 2.5% bei Lieferant A, 2% bei Lieferant B, 7% bei
Lieferant C und 3% bei Lieferant D Anlass zu Beanstandungen.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewihlte Lieferung in der
Qualitatskontrolle beanstandet wird?

(b) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine von der Qualitétskontrolle nicht be-
anstandete Lieferung von Groflhéandler D geliefert wurde?

(c) Sind die Ereignisse ,Lieferung wird beanstandet* und , Lieferung stammt von Grof-
héndler D* stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort!
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Aufgabe 7 (5+ 24 6 + 4 = 17 Punkte)
Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion

gegeben:
%x—i—% fir —1<z<1

fx(@)=< —fz+3 firl<z<3
0 sonst
(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fy von X.
(b) Berechnen Sie P ({X > 0}) und P ({1 < X <2}).
(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

(d) Bestimmen Sie den Median von X.

Aufgabe 8 (2+3+4+ 9+ 1+ 3 =18 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |1 3 5 Di
—1 0.05 0.08 0.12

1 0.1 0.22 0.13

3 0.2 0.05 0.05

2

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X unter der Bedin-
gung Y = y; fiir alle y; € T(Y) iiber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlich-
keitsfunktionen an.

(c) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).

(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(e) Berechnen Sie E (3X — 2Y") sowie Var (3X — 2Y).
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Aufgabe 9 (2 4+ 2 + 4 = 8 Punkte)

Ein freiberuflicher Netzwerktechniker benotigt fiir das Auflegen eines Netzwerkanschlusses
im Mittel 12 Minuten bei einer Standardabweichung von 3 Minuten. Man kann davon
ausgehen, dass die benotigten Zeitdauern fiir die einzelnen Anschliisse nicht gegenseitig
voneinander abhédngen. In einem bestimmten Schaltschrank sind insgesamt 36 Anschliisse
aufzulegen.

(a) Geben Sie die den Erwartungswert sowie die Standardabweichung der gesamten
Arbeitszeit (fiir alle 36 Netzwerkanschliisse) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Netzwerktechniker nicht langer als 7.5 Stunden bzw.
450 Minuten zum Auflegen aller Anschliisse benttigt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise einen um den zu-
gehorigen Erwartungswert symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich die
gesamte Arbeitszeit fiir 36 Netzwerkanschliisse mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.95 realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c¢) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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7 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS 2017/18

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Stetige Merkmale sind stets kardinalskaliert. |:| |:|

2. Empirische Verteilungsfunktionen F' sind stets streng monoton |:| |:|
wachsende Funktionen.

3. Die jahrlichen Inflationsraten in Deutschland betrugen in den |:| |:|
Jahren 2014-2017 im Einzelnen 0.9%, 0.3%, 0.5% und 1.8%. Da-
mit betriagt die durchschnittliche jahrliche Inflationsrate in die-
sem Zeitraum (gerundet) 0.875%.

4. Die Wahrscheinlichkeit, mit einem fairen (6-seitigen) Wiirfel
dreimal nacheinander keine 6 zu wiirfeln, betrdgt weniger als
60%.

5. Wenn Sie bei der Bearbeitung von Aufgabe 2 dieser Klausur
(Vier MC-Teilaufgaben mit jeweils vier Antwortmoglichkeiten)
jeweils genau eine der vier moglichen Antworten ankreuzen, ha-
ben Sie insgesamt 256 Bearbeitungsmoglichkeiten.

6. Es seien (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € F zwei |:| |:|
Ereignisse mit P(A) > 0, P(B) > 0 sowie P(A) = P(A|B).
Dann gilt auch P(B) = P(B|A).

7. Essei fx eine Dichtefunktion zu einer stetigen Zufallsvariablen |:| |:|
X. Dann gilt stets:

/_Z fx(@)de =1

8. Die Zufallsvariablen X, Y und Z seien stochastisch unabhéngig, |:| |:|
ferner gelte X ~ B(10,0.2), Y ~ B(15,0.2) und Z ~ B(25,0.2).
Dann ist die Summe S := X 4+ Y + Z ebenfalls binomialverteilt,
es gilt genauer S ~ B(50,0.2).
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|
c) platykurtisch und rechtssteil |:|
d) platykurtisch und linkssteil |:|

2. Die Wahrscheinlichkeit, durch eine rein zuféllige Aneinanderreihung der Buchstaben
E, K K,O,R,R,R, T und U das Wort ,KORREKTUR* zu erhalten, betragt:

21410+ 30+ 114 11 I:l

(a) ol

(b) ! ]

1-2-1-3-1-1

-2t 1r-3r-1r- 1
(c) o [ ]

@ o ]

3. Das Merkmal X des zweidimensionalen Merkmals (X,Y’) sei ordinalskaliert, das
Merkmal Y kardinalskaliert. Damit ist die Berechnung folgender Abhéngigkeitsmafle
zwischen X und Y immer méoglich:

(a) Pearsonscher Korrelationskoeffizient und korrigierter Pearsonscher |:|
Kontingenzkoeffizient

(b) Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient und korrigierter Pear- |:|
sonscher Kontingenzkoeffizient

(¢) Nur Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient

(d) Nur korrigierter Pearsonscher Kontingenzkoeffizient

4. Der zweidimensionale diskrete Zufallsvektor (X,Y') besitze 8 Trigerpunkte, die alle
auf einer Geraden mit Steigung 0.1 liegen. Dann gilt:

(a) Korr(X,Y)=—-0.1 |:|
(b) Korr(X,Y) =0.1 [ ]
(c) Korr(X,Y)=0.8 |:|
(e IKorr V=1 —

\
—_
Y
@
—
—+
@
w
co
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Aufgabe 3 (3+ 34+ 1+ 5+ 3= 15 Punkte)

Bei einer Umfrage wurden 25 Personen befragt, wie viele Smartphones sie in den vergan-
genen fiinf Jahren gekauft haben (Merkmal X'). Das Ergebnis der Umfrage ist die folgende
(bereits aufsteigend sortierte) Urliste zu X:

0,0,0,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2.2.2,2,3,3,3,3, 3, 3,4, 4
(a) Erstellen Sie eine Tabelle mit den absoluten und relativen Haufigkeiten.

(b) Stellen Sie die zugehorige empirische Verteilungsfunktion auf.

(c) Wie grof8 ist der Anteil der Personen in der Umfrage, die mindestens 3 Smartphones
in den vergangenen fiinf Jahren gekauft haben?

(d) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(e) Bestimmen Sie ein unteres Quartil, ein oberes Quartil und den zugehérigen Inter-
quartilsabstand des Merkmals X.

Aufgabe 4 (7T+ 4+ 3+ 2+ 2 =18 Punkte)

Gegeben sei das folgende Histogramm zur Klassierung einer Urliste der Lénge n = 100:

0.0135 0.0180 0.0220 0.0260

Haufigkeitsdichte f;

0.0035
|

(a) Rekonstruieren Sie die Klassierung der Daten aus dem Histogramm. Geben Sie
insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, absoluten und relati-
ven Klassenhédufigkeiten, Héufigkeitsdichten sowie die Werte der empirischen Ver-
teilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 45.6877

(d) Welche Néherung fiir die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 30 und 50 kénnen
Sie unter Verwendung der approximativen Verteilungsfunktion fiir die klassierten
Daten berechnen?
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(e) Bestimmen Sie niherungsweise unter Verwendung der approximativen Verteilungs-
funktion fiir die klassierten Daten das untere Quartil.

Aufgabe 5 (1 + 2 + 2 = 5 Punkte)

Eine Urne enthilt 30 gleichartige Kugeln, von denen 3 lila und gepunktet, 6 orange und
gepunktet, 12 lila und ungemustert sowie 9 orange und ungemustert sind. Wie grof} ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

(a) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel orange und gepunktet ist?
(b) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel lila ist?

(c) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel ungemustert ist, wenn man weif,
dass sie lila ist?

Aufgabe 6 (54 2 + 1 = 8 Punkte)

Bei einem Chip-Hersteller verteilt sich die Produktion eines bestimmten Mikrocontrollers
auf insgesamt drei verschiedene Produktionslinien A, B und C. Dabei werden im Mittel
15% der Chips auf Linie A, 40% der Chips auf Linie B und 45% der Chips auf Linie C
hergestellt. Aus den Ergebnissen der Qualititssicherung ist bekannt, dass 98% der Chips
aus Linie A, 98.5% der Chips aus Linie B und 99% der Chips aus Linie C nicht fehlerhaft
sind.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewéhlter Chip nicht feh-
lerhaft ist?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlerhafter Chip auf der Linie C
produziert wurde?

(c) Sind die Ereignisse ,,Chip ist fehlerhaft“ und ,,Chip wurde auf Linie C produziert®
stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 7 (54 2+ 6 + 4 = 17 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:

r+i fir —i<z<i
fx(@)=¢ —dz+4 firi<az<l1
0 sonst

(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.
(b) Berechnen Sie P ({X < 0}) und P ({0 < X < 2}).
(c¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

(d) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.
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Aufgabe 8 (2 + 3 = 5 Punkte)

Als Hausaufgabe im Fach Chemie waren die Atommassen von 12 Elementen des Perioden-
systems auswendig zu lernen. Der Schiiler Carl Clever hat 9 dieser Atommassen auswendig
gelernt (die Chance, bei den anderen 3 Atommassen durch Raten eine richtige Antwort
zu geben, sei gleich Null). Der Lehrer iiberpriift, ob Carl die Hausaufgabe ordentlich er-
ledigt hat, indem er 3 Mal rein zuféllig und unabhéngig voneinander eines der Elemente
auswéhlt und die zugehorigen Atommassen abfragt. Kann Carl mindestens zu 2 dieser 3
Elemente die Atommassen korrekt angeben, so ist die Uberpriifung bestanden.

(a) Welche Verteilung besitzt die Anzahl der von Carl abgegebenen richtigen Antwor-
ten?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht Carl die Uberpriifung?
Aufgabe 9 (24 9+ 1+ 3 =15 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y | -1 0 2 pi.
2 0.07 0.17 0.06

4 0.13 0.28 0.09

6 0.1 0.05 0.05

D

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y'), Cov(X,Y") sowie Korr(X,Y).
(c¢) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?
(d) Berechnen Sie E (4X — 5Y) sowie Var (4X — 5Y).

Aufgabe 10 (2 + 4 4+ 3 = 9 Punkte)

Die Zufallsvariablen X, ..., X336 seien unabhéngig identisch B(1,0.7)-verteilt. Die Sum-
me der Zufallsvariablen X; sei mit

336
Y::ZXi:X1+--'+X336

i=1

bezeichnet.
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(a) Geben Sie die (exakte) Verteilung von Y sowie deren Erwartungswert E(Y') und
Varianz Var(Y') an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Y Werte zwischen 220 und 240 annimmt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise ein 0.90-Quantil
von Y zu bestimmen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c¢) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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8 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2018

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Das arithmetische Mittel rg(X) eines Rangmerkmals rg(X) |:| |:|
héngt nur von der Lénge der Urliste des Merkmals und nicht
von den konkreten Merkmalsauspragungen ab.

2. Ist der korrigierte Pearsonsche Kontingenzkoeffizient von zwei
Merkmalen X und Y positiv, dann gehen grole Werte von X
tendenziell auch mit groen Werten von Y einher.

3. Esseien A und B zwei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, F, P) mit P(A) = 0.3, P(B) = 0.3 und P(AUB) = 0.4.
Damit gilt P(AN B) = 0.1.

4. Ist (9, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, so sind zwei
Ereignisse A, B € F genau dann stochastisch unabhéngig, wenn
P(ANB) = P(A)+ P(B) gilt.

5. In einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum stimmen die
Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse iiberein.

6. Fir eine Zufallsvariable X iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F, P) gelte P(X € {0,8,15}) = 1. Damit ist X eine diskrete
Zufallsvariable.

7. Die Differenz einer N (100, 6)-verteilten Zufallsvariablen und ei-
ner hiervon stochastisch unabhingigen N (50, 3%)-verteilten Zu-
fallsvariablen ist N (50, 5%)-verteilt.

I N e I B e I
I N e I B e I

8. Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen ist betragsméafiig niemals
grofer als das Produkt ihrer beiden Standardabweichungen.
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.
Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1.

Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil

(

| m % (b) leptokurtisch und linkssteil
(c) platykurtisch und rechtssteil
(

d) platykurtisch und linkssteil

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

Die Selbstkosten eines Produkts setzen sich (aktuell) aus 75% Herstellkosten,
15% Vertriebskosten sowie 10% Verwaltungskosten zusammen. Welche prozentuale
Reduzierung der Selbstkosten ergibt sich (gerundet), wenn 5% der Herstellkosten,

20% der Vertriebskosten sowie 3% der Verwaltungskosten eingespart werden?

(a) 9.33%
(b) 7.05%
(¢) 9.66%
(d) 7.22%

Es sei z,, ein p-Quantil des Merkmals X. Dann ist

(a)

(b)

hochstens ein Anteil von p der Merkmalswerte von X hochstens so
grofl wie x, und héchstens ein Anteil von 1 — p mindestens so grof3
wie Ty,

mindestens ein Anteil von p der Merkmalswerte von X mindestens
so grof} wie z,, und mindestens ein Anteil von 1 — p hochstens so
grof} wie x,,.

mindestens ein Anteil von p der Merkmalswerte von X hochstens
so grof§ wie z,, und mindestens ein Anteil von 1 — p mindestens so
grof} wie x,,.

hochstens ein Anteil von p der Merkmalswerte von X mindestens
so grofl wie x,, und héchstens ein Anteil von 1 — p hochstens so grof3
wie .

4. Verteilungsfunktionen eindimensionaler Zufallsvariablen sind stets

(a) streng monoton wachsend und rechtsseitig stetig.
(b) streng monoton wachsend und stetig.

(¢) monoton wachsend und rechtsseitig stetig.

(

d) monoton wachsend und stetig.

Hn N NN

NN
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Aufgabe 3 (44 1+ 5+ 1= 11 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei die folgende empirische Verteilungsfunktion gegeben:
(1 0.00 fir z< —3
0.06 fir —3<z<0
028 fir 0<z <3
F(z)=<¢ 050 fir 3<z<6
0.8 fir 6<z<9
0.96 fir 9<z <12
. 1.00 fir =z > 12
AuBerdem sei die Lénge der Urliste n = 50 bekannt.

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Héufigkeiten.
(b) Wie grof ist der Anteil der Urlisteneintréige, die Werte von weniger als 5 annehmen?

(c) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(d) Bestimmen Sie ein oberes Quartil des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 30 gegeben:

13.11, 13.35, 14.90, 16.42, 17.25, 18.84, 20.74, 21.04, 21.86, 22.55, 22.76, 24.18,
25.68, 25.90, 27.16, 27.37, 27.49, 27.79, 28.35, 28.51, 29.01, 29.56, 29.80, 30.83,
31.23, 31.95, 32.30, 33.79, 34.30, 34.64

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (5,15], Ky = (15,25], K3 = (25,31}, K4 = (31, 35]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhéufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie gro8 ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 25.4227

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 20 und
33. Welche Naherung fiir diese Anzahl konnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.
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Aufgabe 5 (1.5 + 1.5 + 1.5 4+ 1.5 = 6 Punkte)

Beim Einlaufen einer 11-kopfigen Fufiballmannschaft auf den Platz laufen nacheinander
in einer Reihe zuerst der Kapitén, dann der Torwart (falls dieser nicht auch der Kapitan
ist) und anschlieBend die restlichen 9 (bzw. 10) Spieler ein.

(a) Wie viele verschiedene Reihenfolgen der Spieler gibt es beim Einlaufen, wenn der
Torwart nicht gleichzeitig Kapitdn der Mannschaft und die Reihenfolge der Spieler
nach dem Torwart beliebig ist?

(b) Wie viele verschiedene Reihenfolgen gibt es, wenn der Torwart gleichzeitig Kapitin
der Mannschaft und die Reihenfolge der anderen Spieler beliebig ist?

(c) Wie viele verschiedene Reihenfolgen gibt es, wenn der Torwart gleichzeitig Kapi-
tdn der Mannschaft ist und anschlieBend zunéchst die 4 Abwehrspieler, dann die 4
Mittelfeldspieler und zuletzt die beiden Stiirmer einlaufen sollen?

(d) Wie viele verschiedene Reihenfolgen gibt es, wenn der Torwart gleichzeitig Kapitin
der Mannschaft ist und anschlieend die Gruppen der 4 Abwehrspieler, der 4 Mit-
telfeldspieler und der beiden Stiirmer zwar zusammenhéngend einlaufen sollen, die
Reihenfolge dieser Gruppen (Abwehr, Mittelfeld, Sturm) jedoch beliebig ist?

Aufgabe 6 (4 + 2 4+ 2 = 8 Punkte)

An einer seltenen Krankheit seien 2% der Bevolkerung einer bestimmten Altersgruppe
erkrankt. Zum Einsatz in flachendeckenden Friitherkennungsuntersuchungen existiere ein
medizinisches Diagnoseverfahren, welches erkrankte Personen mit einer Wahrscheinlich-
keit von 99% (korrekterweise) auch als krank einstuft, bei gesunden (bzw. nicht an dieser
Krankheit erkrankten) Personen allerdings mit einer Wahrscheinlichkeit von 3% (félschli-
cherweise) ebenfalls eine entsprechende Erkrankung diagnostiziert.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Patient in der betrachteten Altersgruppe
im Rahmen einer Fritherkennungsuntersuchung als krank eingestuft?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird sich eine positive Diagnose bei einer Friiher-
kennungsuntersuchung in der betrachteten Altersgruppe als falsch herausstellen?

(c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine richtige Diagnose bei einer Friiherken-
nungsuntersuchung in der betrachteten Altersgruppe?

Aufgabe 7 (1 +2+ 2+ 3 =8 Punkte)

Die Anzahl der Flugzeugunfille mit Todesfolge pro Jahr auf von U.S. Airlines betriebe-
nen Fliigen lasse sich als eine Pois(0.4)-verteilte Zufallsvariable auffassen. Auflerdem soll
angenommen werden, dass die Anzahl der Flugzeugunfille mit Todesfolge pro Jahr auf
von U.S. Airlines betriebenen Fliigen fiir unterschiedliche Jahre stochastisch unabhéngig
ist.

(a) Welchen Erwartungswert hat die Anzahl der Flugzeugunfille mit Todesfolge pro
Jahr auf von U.S. Airlines betriebenen Fliigen?
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(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignen sich in einem Jahr auf von U.S. Airlines
betriebenen Fliigen 0 Unfille mit Todesfolge?

(¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignet sich in einem Jahr auf von U.S. Airlines
betriebenen Fliigen mehr als 1 Unfall mit Todesfolge?

(d) Welche Verteilung hat die Anzahl der Flugzeugunfille mit Todesfolge pro Jahrzehnt
auf von U.S. Airlines betriebenen Fliigen? Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignet
sich in einem Zehnjahreszeitraum auf von U. S. Airlines betriebenen Fliigen mindes-
tens 1 Unfall mit Todesfolge?

Aufgabe 8 (3+2+4+6+ 1+ 4 =16 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Verteilungsfunktion
gegeben:
( 0 fir z < -2

%x2+%x+% fir —2<x<0
Fx(z) =
—ixQ—i—%x—ké fir0<z<4

L 1 fiir x > 4
(a) Berechnen Sie eine Dichtefunktion fx von X.
(b) Berechnen Sie P ({X > 0}) und P ({1 < X < 3}).

)
)

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?
)

(e) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

Aufgabe 9 (2+ 8+ 1+ 2+ 3 =16 Punkte)

Ein fairer Wiirfel wird zweimal geworfen. Es seien X die Anzahl der Wiirfe mit einer
Augenzahl < 4 sowie Y die Anzahl der Wiirfe mit einer Augenzahl > 4.

(a) Welcher Verteilung geniigen X und Y (jeweils)?

(b) Die gemeinsame Verteilung von (X,Y") ist gegeben durch:

X\Y |0 1 2
0 0 0 L
1 0 3 3
2 i 5 3%

Bestimmen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y) sowie Korr(X,Y).

Hinweis: Beachten Sie, dass Sie die diesen Aufgabenteil unter Verwendung der Er-
gebnisse aus Teil (a) zum Teil recht schnell und insbesondere vollstindig ohne die
Bestimmung der Randwahrscheinlichkeiten von X und Y losen konnen!
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(c)

(d)
(e)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit nehmen sowohl X als auch Y Werte von mindestens
1 an?

Sind X und Y stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort.

Berechnen Sie E (6X — 4Y) sowie Var (6X — 4Y).

Aufgabe 10 (3 + 2 4+ 3 = 8 Punkte)

Aufgrund langjdhriger Aufzeichnungen iiber entsprechende Wahlbeteiligungen gehe man
davon aus, dass sich die 14800 wahlberechtigten Studierenden bei einer anstehenden Se-
natswahl unabhéngig voneinander jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von 7.5% dazu
entschlieflen, ihr Wahlrecht auch auszuiiben und einen Stimmzettel auszufiillen.

()

(b)

(c)

Wie ist die Anzahl der ausgefiillten Stimmzettel Y exakt verteilt? Geben Sie auch
den Erwartungswert E(Y') sowie die Varianz Var(Y') der Anzahl der ausgefiillten
Stimmzettel an.

Die Wahlleitung entschliefit sich aus 6kologischen und ¢konomischen Griinden, zu-
nédchst nur 1175 Stimmzettel fiir die Wahl auszudrucken und weitere Stimmzettel
erst bei Bedarf nachzudrucken, falls mehr als die zunéchst gedruckten Stimmzettel
benotigt werden sollten. Mit welcher (mit dem zentralen Grenzwertsatz ndherungs-
weise zu bestimmenden) Wahrscheinlichkeit miissen keine Stimmzettel nachgedruckt
werden?

Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um niaherungsweise die (kleinste) An-
zahl von Stimmzetteln zu bestimmen, die mit einer Wahrscheinlichkeit von (min-
destens) 99.5% ausreichend ist.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c¢) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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9 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS 2018/19

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Alle Lagemafe, die fiir ordinalskalierte Merkmale berechnet wer- |:| |:|
den koénnen, kénnen auch fiir nominalskalierte Merkmale berech-
net werden.

2. Betrachtet man die Summe der quadrierten Abweichungen aller |:| |:|
n Urlisteneintrige x; eines kardinalskalierten Merkmals X von
einer beliebigen reellen Zahl a, so wird diese Summe am kleinsten
fira=z=1%" .

]
]

3. Esgibt Laplacesche Wahrscheinlichkeitsrdaume mit Ergebnismen-
ge Q =N.

]
]

4. Die Wahrscheinlichkeit, mit drei fairen (sechsseitigen) Wiirfeln
bei gleichzeitigem Wiirfeln jeweils eine 2, eine 4 sowie eine 6 zu
wiirfeln, betréigt (gerundet) 2.778%.

5. Wenn Sie alle 8 Aufgabenteile dieser Aufgabe entweder mit wahr |:| |:|
8
oder mit falsch beantworten, dann haben Sie insgesamt (2)
Moglichkeiten zur Bearbeitung der Aufgabe.

6. Es seien (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € F zwei |:| |:|
Ereignisse mit P(A) > 0, P(B) > 0 sowie P(A|B) = P(BJ|A).
Dann gilt:

P(A) £ P(B) = P(A|B)=P(B|A) =0

7. Ist Fx die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen X, |:| |:|
so gilt fiir a,b € R mit a < b stets

PH{a< X <b}) = /b Fx(x)dx .

8. Ist die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y positiv, so ist |:| |:|
die Varianz der Differenz von X und Y kleiner als die Summe
der einzelnen Varianzen (von X und Y).
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.

Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-

tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-

sten hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|
c) platykurtisch und rechtssteil |:|

0.00 0.05 010 0.5

d) platykurtisch und linkssteil

[ ]

2. Die Wahrscheinlichkeit, durch eine rein zuféllige Anordnung der Ziffern 3,3,3,6,6,6

die Zahl 636363 zu erhalten, betrégt:

3. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste

5, 7, 10, 10, 10,

des ordinalskalierten Merkmals X lauten:

a) 1.5, 1.5, 3.5,

(

(b) 1, 2, 3.5, 3.5,
(¢) 1, 2, 3, 3, 3,
(

) 1, 2

Y

w 22
0 o
© oo
@ o

12, 12, 15

3.5, 3.5, 6.5, 6.5, 8

35, 6.5, 6.5, 8
4, 4, 5

, 4, 4, 4, 65, 6.5, 8

[ ]

HEnEEn

NN

Sind X und Y zwei stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ B(100,0.2)
und Y ~ B(100,0.2), dann ist die Verteilung von X + Y eine

(a) B(100,0.2)-Verteilung. |:|
(b)  B(100, 0.4)-Verteilung. [ ]
(¢) B(200,0.2)-Verteilung. [ ]
(d) B(200,0.4)-Verteilung. | ]

)
)
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Aufgabe 3 (44 1+ 5+ 1= 11 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei die folgende empirische Verteilungsfunktion gegeben:
(0.00 fiir =<2
0.12 fir 2<x<3
0.38 fir 3<z<4
F(z) =14 0.68 fir 4<z<5
0.88 fir 5<x <6
097 fir 6<ao <7
. 1.00 fir x>7
AuBlerdem sei die Lénge der Urliste n = 100 bekannt.

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Héufigkeiten.

(b) Wie grof ist der Anteil der Urlisteneintrige, die Werte von mehr als 3 annehmen?

(c) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(d) Bestimmen Sie einen Median des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 40 gegeben:

19.47, 19.63, 20.24, 20.56, 28.27, 29.29, 30.77, 33.97, 36.80, 39.17, 42.96, 47.32,
47.39, 49.86, 51.99, 59.47, 64.66, 64.87, 67.07, 69.79, 70.40, 71.27, 78.11, 78.74,
79.65, 80.19, 80.52, 81.15, 81.65, 82.52, 84.35, 84.64, 85.30, 88.21, 88.21, 88.85,
90.20, 90.70, 96.65, 96.70

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (10, 40], Ky = (40,60], K5 = (60, 80], K4 = (80, 100]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhéufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 63.0397

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 25 und
60. Welche Naherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?
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(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.

Aufgabe 5 (2 + 2 4+ 2 = 6 Punkte)

Eine Lostrommel enthilt 20 (gleichartige) Kugeln, die von 1 bis 20 durchnummeriert sind.
Es wird einmalig rein zufillig eine der 20 Kugeln gezogen.

(a) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum zur Beschreibung dieses Zu-
fallsexperiments an.

(b) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel mit einer geraden Zahl zu ziehen?
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel mit einer Zahl kleiner oder gleich
10 zu ziehen?

(c) Sind die Ereignisse ,,Kugel mit einer geraden Zahl“ und ,, Kugel mit einer Zahl kleiner
oder gleich 10“ aus Teil (b) stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 6 (4 + 2 4+ 2 = 8 Punkte)

An einer seltenen Krankheit seien 1% der Bevolkerung einer bestimmten Altersgruppe
erkrankt. Zum Einsatz in flichendeckenden Fritherkennungsuntersuchungen existiere ein
medizinisches Diagnoseverfahren, welches erkrankte Personen mit einer Wahrscheinlich-
keit von 98% (korrekterweise) auch als krank einstuft, bei gesunden (bzw. nicht an dieser
Krankheit erkrankten) Personen allerdings mit einer Wahrscheinlichkeit von 4% (félschli-
cherweise) ebenfalls eine entsprechende Erkrankung diagnostiziert.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Patient in der betrachteten Altersgruppe
im Rahmen einer Fritherkennungsuntersuchung als krank eingestuft?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird sich eine positive Diagnose bei einer Friiher-
kennungsuntersuchung in der betrachteten Altersgruppe als falsch herausstellen?

(c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine richtige Diagnose bei einer Friiherken-
nungsuntersuchung in der betrachteten Altersgruppe?

Aufgabe 7 (3 4+ 6 + 4 = 13 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Verteilungsfunktion
gegeben:
( 0 firx <0

—%xz—i—x fir0<z <1

Fx(l') =

1,.2 1 5 .s
3T —Zilf—l-g fur1<x§3

L 1 fir x > 3

(a) Berechnen Sie eine Dichtefunktion fx von X.

(b) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
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(c) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

Aufgabe 8 (3 + 2 4+ 2 = 7 Punkte)

Bei einem bekannten Brettspiel muss (mit einem fairen sechsseitigen Wiirfel) zunéchst eine
Sechs gewiirfelt werden, um eine Spielfigur auf das Startfeld des (eigentlichen) Spielfeldes
zu stellen. Dazu hat man zu Beginn des Spiels (bevor man die erste Sechs gewdiirfelt hat)
jeweils bis zu 3 Versuche pro Runde.

(a) Wie oft muss man im Mittel wiirfeln (einschlieBlich des erfolgreichen Wurfs!), bis
man zum ersten Mal eine Sechs gewiirfelt hat?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass man innerhalb der ersten beiden Runden
(also nach spétestens 6 Wiirfen) die erste Sechs gewiirfelt hat?

(c) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man auch nach 3 Runden (also insgesamt
9 Wiirfen) noch keine Sechs gewiirfelt hat?

Aufgabe 9 (24 3+ 9+ 1+ 3= 18 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y | -2 0 2 pi.
5 = 0 =
P

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Y unter der Bedingung

X = x; fiir alle z; € T(X) iber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlichkeits-
funktionen an.

(c) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).
(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(e) Berechnen Sie E (5X — 3Y) sowie Var (5X — 3Y).
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Aufgabe 10 (2 4+ 4 + 4 = 10 Punkte)

Die Zufallsvariablen X7, ..., Xy9 seien unabhéngig identisch Pois(4)-verteilt. Die Summe
der Zufallsvariablen X; sei mit

49
Y:ZXZ:X1++X49

i=1
bezeichnet.

(a) Geben Sie die (exakte) Verteilung von Y sowie deren Erwartungswert E(Y) und
Varianz Var(Y) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Y Werte zwischen 175 und 210 annimmt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um niaherungsweise einen um den Er-
wartungswert von Y symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich Y mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0.90 realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c¢) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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10 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2019

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Numerische Merkmale sind stets kardinalskaliert. |:| |:|

2. Bei empirischen Verteilungsfunktionen zu nicht klassierten Merk- |:| |:|
malen X gibt es zu jeder Sprungstelle x (mindestens) einen pas-

senden Eintrag x; = x in der zugehorigen Urliste x1,...,z, des
Merkmals X.

3. Wenn Sie eine Teilstrecke von 400 [km] mit einem Durchschnitts- | | [ ]
verbrauch von 7 [1/100 km]| zuriicklegen und eine weitere Teilstre-
cke von 600 [km] mit einem Durchschnittsverbrauch von 6 [1/100

km], dann haben Sie auf der Gesamtstrecke von 1000 [km]| einen
(Gesamt-)Durchschnittsverbrauch von 6.4 [1/100 km)].

4. Es seien (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B,C € F |:| |:|
drei Ereignisse mit P(C') > 0. Dann gilt stets:

P(A|C) + P(B|C) < 2- P(AN B|C)

5.  Ein medizinisches Diagnoseverfahren zur Fritherkennung einer |:| |:|
seltenen Erkrankung fiihrt mit einer Wahrscheinlichkeit von 3%
(félschlicherweise) zu einer positiven Diagnose, obwohl die Er-
krankung tatséchlich nicht vorliegt. Das bedeutet, dass man als
Untersuchter bei positiver Diagnose dieses Tests mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 97% tatsdchlich erkrankt ist.

]
]

6. Exponentialverteilte Zufallsvariablen sind stets leptokurtisch
verteilt.

]
]

7. Die Wahrscheinlichkeit, bei einem zweimaligen Wiirfelwurf mit
einem fairen (6-seitigen) Wiirfel im zweiten Wurf eine hohere
Punktzahl zu wiirfeln als im ersten Wurf, betrégt (gerundet)
33.3%.

8. Seien X;, X, und X3 stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen |:| |:|
mit Var(X;) = 30, Var(X3) = 20, sowie Var(X3) = 10. Dann gilt
Var(X1 + X2 - Xg) = 40.
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|

c) platykurtisch und rechtssteil |:|
d) platykurtisch und linkssteil |:|

0.10 0.20

0.00

T T T 1
920 95 100 105

2. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste
2, 3 5 5 9 9 1, 14

des ordinalskalierten Merkmals X lauten:

(a) 1, 2, 3, 3, 4, 4, 5 6 [ ]
(b) 1, 2, 35, 35, 45 45 7, 8 [ ]
(¢) 1, 2, 3, 3, 5 5 7, 8 [ ]
(d) 1, 2, 35, 3.5, 55, 55 7, 8 [ ]

3. In Deutschland gilt man als armutsgefidhrdet, wenn das eigene Nettodquivalenzein-
kommen geringer ist als 60% des Medians aller Nettosiquivalenzeinkommen. Wie ver-
andert sich der Anteil der Armutsgefihrdeten in Deutschland, wenn sich das Netto-
aquivalenzeinkommen der einkommensstérksten 10% der Bevolkerung um 5% erhoht?

(a) Zunahme um 10% [ ]
(b) Zunahme um 5% [ ]
(¢) Zunahme um 0.5% L]
(d) Keine Verédnderung |:|

4. Bei der Aufstellung eines Listenvorschlags zu einer Kommunalwahl sollen die 3 weib-
lichen und 2 ménnlichen Kanditat(inn)en so auf die 5 Listenplédtze verteilt werden,
dass sich die Geschlechter jeweils abwechseln. Damit betrigt die Anzahl der moglichen

Listenanordnungen
a) 24 L]
)

(

(b) 12. [ ]
(c) 10. [ ]
(@) 8. [ ]
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Aufgabe 3

N
—

10

h(a)
6

(4+5+3+1+1= 14 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei das folgende Stabdiagramm gegeben:

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Héufigkeiten.

(b) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Standardabwei-
chung des Merkmals X.

(c) Geben Sie die empirische Verteilungsfunktion des Merkmals X an.
(d) Wie grof ist der Anteil der Urlisteneintréige, die Werte von weniger als 9 annehmen?

(e) Berechnen Sie einen Median des Merkmals X.

Aufgabe 4 (7T+ 4 4 3 + 2 = 16 Punkte)

Gegeben sei das folgende Histogramm zur Klassierung einer Urliste der Lange n = 50:

3
s [T,
o
= g
Q S
S
= S
2 D e
= [}
Q
X
2
S o~
(T S e b
I =
3
o S A R R L L R R R TR T TR IR N R
= I
[ I I I I 1
10 35 60 80 90 100

(a) Rekonstruieren Sie die Klassierung der Daten aus dem Histogramm. Geben Sie
insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, absoluten und relati-
ven Klassenhédufigkeiten, Héufigkeitsdichten sowie die Werte der empirischen Ver-
teilungsfunktion an den Klassengrenzen an.
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(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 71.5847

(d) Welche Néherung fiir die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 50 und 80 kénnen
Sie unter Verwendung der approximativen Verteilungsfunktion fiir die klassierten
Daten berechnen?

Aufgabe 5 (4 + 2 = 6 Punkte)

Von den Besuchern eines 2-tidgigen Musikfestivals sind 30% nur am 1. Tag sowie 20% nur
am 2. Tag auf dem Festivalgelinde anwesend (die restlichen 50% sind an beiden Tagen
auf dem Festivalgeldnde anwesend).

(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein (zufillig ausgewéhlter) Besucher, der am 1. Tag
auf dem Festivalgeldinde anwesend war, auch am 2. Tag auf dem Festivalgeldnde
anwesend ist?

(b) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein (zuféllig ausgewihlter) Besucher, der am 2. Tag
auf dem Festivalgeldnde anwesend ist, nicht schon am 1. Tag auf dem Festivalgeldnde
anwesend war?

Aufgabe 6 (5 + 2 + 2 = 9 Punkte)

Ein Sanitédrinstallationsbetrieb verwendet fiir die Ausfithrung von Warmwasser-Installa-
tionen drei unterschiedlichen Systeme A, B und C von verschiedenen Herstellern. Dabei
werden Warmwasser-Installationen mit einer Wahrscheinlichkeit von 10% mit System A,
20% mit System B und 70% mit System C ausgefiihrt. Bei den anschlieSenden Druckprii-
fungen gibt es erfahrungsgemif mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% bei System A, 96%
bei System B und 98% bei System C keine Undichtigkeiten.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufiillig ausgewihlte Warmwasser-
Installation bei der Druckpriifung undicht ist?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bei der Druckpriifung nicht undichte
Installation mit System B ausgefiihrt wurde?

(c) Sind die Ereignisse ,Installation ist undicht* und ,,System B wurde verwendet“ sto-
chastisch unabhéingig? Begriinden Sie Thre Antwort!

Aufgabe 7 (2 + 1 4 2 = 5 Punkte)

Die Wartezeit zwischen zwei Unfallen auf einem stark frequentierten Autobahnabschnitt
lasse sich als eine exponentialverteilte Zufallsvariable auffassen. Im Mittel vergehen zwi-
schen zwei Unféllen 4 Tage.

(a) Welche Varianz hat die Wartezeit zwischen zwei Unféllen?
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(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit betragt die Wartezeit zwischen zwei Unféllen mehr
als 2 und weniger als 5 Tage?

(c) Berechnen Sie das 0.95-Quantil der Wartezeit zwischen zwei Unfillen.

Aufgabe 8 (5+24+6+ 1+ 4 = 18 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:

%x—i—% fir —1<zx<1
fx(z) = —%x—l—% firl<az<?2
0 sonst

(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.
(b) Berechnen Sie P ({X > 1}) und P ({1 < X <2}).
(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?
)

(e) Bestimmen Sie den Median von X.

Aufgabe 9 (2+8+1+ 2+ 3 =16 Punkte)

Ein fairer Wiirfel wird zweimal geworfen. Es seien X die Anzahl der Wiirfe mit einer
Augenzahl < 3 sowie Y die Anzahl der Wiirfe mit einer geraden Augenzahl.

(a) Welcher Verteilung geniigen X und Y (jeweils)?

(b) Die gemeinsame Verteilung von (X, Y') ist gegeben durch:

X\Y |0 1 9
1 1 1
0 3% 3 3
1 5 1
1 9 I 9
1 1 1
2 9 9 36

Bestimmen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).

Hinweis: Beachten Sie, dass Sie die diesen Aufgabenteil unter Verwendung der Er-
gebnisse aus Teil (a) zum Teil recht schnell und insbesondere vollstindig ohne die
Bestimmung der Randwahrscheinlichkeiten von X und Y ldsen konnen!

(c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit nehmen sowohl X als auch Y Werte von mindestens
1 an?

(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort.
(e) Berechnen Sie E (3X — 2Y") sowie Var (3X — 2Y).
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Aufgabe 10 (2 + 2 + 4 = 8 Punkte)

Ein Online-Héandler bietet fiir 625 der an einem Tag eingehenden Bestellungen einen
Express-Lieferservice an, der eine Abfertigung der Bestellung am néchsten Arbeitstag ga-
rantiert. Es ist davon auszugehen, dass die Zeitdauern zur Abfertigung einzelner Express-
Bestellungen (in Stunden) unabhéngig identisch verteilt sind mit einer mittleren Abferti-
gungsdauer von 0.2 Stunden bei einer Standardabweichung von 0.08 Stunden.

(a) Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung hat die Summe der Ab-
fertigungsdauern von 625 Express-Bestellungen?

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um die Wahrscheinlichkeit, dass 625
Express-Bestellungen in hochstens 128 (Mitarbeiter-)Stunden abgefertigt werden
konnen, (ndherungsweise) zu berechnen.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise einen um den zu-
gehorigen Erwartungswert symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich die
Gesamtabfertigungsdauer von 625 Express-Bestellungen mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.95 realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung der Aufgabenteile (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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11 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS
2019/20

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen z#hlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Die Hohen der Rechtecke eines Histogramms haben stets die |:| |:|

Summe 1.

2. Verdoppelt man alle Urlisteneintrige einer Urliste der Lange n = |:| |:|
99 eines kardinalskalierten Merkmals, so verdoppelt sich stets
auch der Median des Merkmals.

3. Hat sich der Preis eines bestimmten Produkts in drei aufeinan- |:| |:|
derfolgenden Jahren jeweils um 2.00%, 3.00% und 7.00% erhoht,
so betridgt die durchschnittliche jdhrliche Preissteigerung dieses
Produkts (ggf. gerundet) 4.00%.

4. In einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum mit einer 77- |:| |:|
elementigen Ergebnismenge €2 gilt fiir beliebige Ereignisse A C {2
stets P(A) # P(A).

5. Es seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B,C € F |:| |:|
drei Ereignisse mit P(C') > 0. Dann gilt stets:

P(A|C) + P(B|C) < 2- P(AU B|C)

6. Wenn Sie alle 8 Aufgabenteile dieser Aufgabe rein zufillig ent- |:| |:|
weder mit wahr oder mit falsch beantworten, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit, den Wahrheitsgehalt aller Aussagen korrekt zu be-
werten, grofler als 1%.

]
]

7. Exponentialverteilte Zufallsvariablen sind stets rechtssteil ver-
teilt.

8. Die Zufallsvariablen X und Y seien unkorreliert. Dann sind X
und Y auch stochastisch unabhéngig.

]
]
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

(a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
(b) leptokurtisch und linkssteil |:|
S (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
- (d) platykurtisch und linkssteil |:|

2. Aus der Menge von 9 Einzelbewerbern fiir den Vorsitz einer politischen Partei soll
auf einem auflerordentlichen Parteitag eine Doppelspitze gebildet werden, also eine
Wahl von 2 (gleichberechtigten) Bewerbern als Vorsitzende erfolgen. Hierfiir gibt es

insgesamt
9
(a) (9)2 = o Moglichkeiten. |:|
(b) 9?2 Moglichkeiten. |:|
9 9!
(c) (2) =50 Méoglichkeiten. |:|
(d) 2% Méglichkeiten. |:|

3. Sind X;, X5 und X3 drei stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~
N(20,8%), Xy ~ N(40,8%) und X3 ~ N(60,14%), dann ist die Verteilung von
X1 + X2 + X3 eine

(a) N(120,302)-Verteilung. [ ]
(b)  N(120,18%)-Verteilung. [ ]
(¢) N(60,30?)-Verteilung. [ ]
(d) N(60,18?)-Verteilung. [ ]

4. Das Merkmal X des zweidimensionalen Merkmals (X, Y') sei ordinalskaliert, das Merk-
mal Y lediglich nominalskaliert. Damit ist die Berechnung folgender Abhéngigkeits-
mafe zwischen X und Y immer moglich:

(a) Pearsonscher Korrelationskoeffizient und korrigierter Pearsonscher |:|
Kontingenzkoeffizient

(b) Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient und korrigierter Pear- [ |
sonscher Kontingenzkoeffizient

(c) Nur Spearmanscher Rangkorrelationskoeffizient [ ]
(d) Nur korrigierter Pearsonscher Kontingenzkoeffizient |:|
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Aufgabe 3 3+ 3+ 1+ 2+ 1 =10 Punkte)

Bei einer Umfrage wurden 50 Haushalte befragt, wie viele Smart Speaker sie in ihrem

Haushalt installiert haben (Merkmal X'). Das Ergebnis der Umfrage ist die folgende (be-

reits aufsteigend sortierte) Urliste zu X:
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,4,4, 4,4, 4,5, 5,5

(a) Erstellen Sie eine Tabelle mit den absoluten und relativen Haufigkeiten.
(b) Stellen Sie die zugehorige empirische Verteilungsfunktion auf.

(c) Wie grof ist der Anteil der Haushalte in der Umfrage, die mehr als 1 Smart Speaker
in ihrem Haushalt installiert haben?

(d) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert des Merkmals X.

(e) Bestimmen Sie ein oberes Quartil des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 40 gegeben:

22.64, 22.68, 23.82, 24.64, 25.35, 25.50, 26.00, 27.79, 27.80, 28.37, 30.06, 30.32,
30.76, 30.88, 30.95, 32.08, 33.22, 33.79, 34.89, 35.70, 35.73, 36.95, 39.25, 40.05,
40.19, 40.41, 41.00, 43.54, 44.03, 49.35, 50.70, 51.30, 52.41, 54.58, 55.49, 58.54,
59.86, 63.97, 65.20, 72.72

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (20, 30], Ky = (30,40], K5 = (40,60}, K, = (60, 90]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhéufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c¢) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 39.3137

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 35 und
60. Welche Ndherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) das obere Quartil sowohl
exakt aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir
die klassierten Daten.
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Aufgabe 5 (2 4+ 2 + 2 = 6 Punkte)

Bei der Herstellung von Rauspundbrettern tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% ein
Fehler beim Zuschnitt der Bretter auf, mit einer Wahrscheinlichkeit von 1.5% ein Fehler
beim Frisen der Bretter und mit einer Wahrscheinlichkeit von 1% sowohl ein Fehler beim
Zuschnitt der Bretter als auch ein Fehler beim Friasen der Bretter. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

(a) hochstens einer der beiden Fehler,
(b) mindestens einer der beiden Fehler,
(c) ein Fehler beim Zuschnitt der Bretter, aber kein Fehler beim Frésen der Bretter

auftritt.

Aufgabe 6 (6 + 2 4+ 2 = 10 Punkte)

Ein Versandhaus beauftragt fiir den Versand seiner Sendungen einen von insgesamt vier
verschiedenen Versand-Dienstleistern A, B, C und D. Dabei werden durchschnittlich 15%
der Sendungen an Dienstleister A, 25% der Sendungen an Dienstleister B, 30% der Sendun-
gen an Dienstleister C und 30% der Sendungen an Dienstleister D iibergeben. Die umfang-
reiche Auswertung der vorhandenen Kunden-Feedbacks zu Qualitdt und Geschwindigkeit
der Lieferung ergab, dass 5% der Lieferungen mit Dienstleister A, 5% der Lieferungen
mit Dienstleister B, 2% der Lieferungen mit Dienstleister C und 2% der Lieferungen mit
Dienstleister D beanstandet werden.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewahlte Sendung keinen
Anlass zur Beanstandung durch den Kunden bietet?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine beanstandete Lieferung mit Dienst-
leister B versendet wurde?

(c) Sind die Ereignisse , Lieferung wird beanstandet* und ,Dienstleister B war mit dem
Versand beauftragt” stochastisch unabhéingig? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Aufgabe 7 (54+24+6+ 1+ 4 = 18 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
%x—i—% fir —2<z<0

fx(x) = —%:c—i—% fir0<ax<2

0 sonst

(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.
(b) Berechnen Sie P ({X < —1}) und P ({—-1 < X < 1}).

(c¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
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(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?

(e) Bestimmen Sie den Median von X.

Aufgabe 8 (3 + 3 = 6 Punkte)

Die Anzahl der Storfille pro Jahr in einem bestimmten Atomkraftwerk (AKW) lasse sich
als eine Pois(0.2)-verteilte Zufallsvariable auffassen. Aufierdem soll angenommen werden,
dass die Anzahl der Storfille pro Jahr in dem betreffenden AKW fiir unterschiedliche
Jahre stochastisch unabhéngig ist.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignet sich in einem Jahr in dem betreffenden

AKW hochstens 1 Storfall?

(b) Welche Verteilung hat die Anzahl der Storfélle pro Jahrzehnt in dem betreffenden
AKW? Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignet sich in einem Zehnjahreszeitraum
in dem betreffenden AKW mindestens 1 Storfall?

Aufgabe 9 (2+ 9+ 1+ 3 =15 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |0 1 2 pi.
0 0.2 0.1 0.2

2 0.05 0.1 0.1

4 0.1 0.1 0.05

D

(a) Ergéanzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y'), Cov(X,Y) sowie Korr(X,Y).
(c¢) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?
(d) Berechnen Sie E (2X + 4Y') sowie Var (2X 4 4Y).

Aufgabe 10 (3 + 2 + 3 = 8 Punkte)

In einem Hotel mit 375 Zimmern kénnen Zimmerreservierungen bis zum Anreisetag kos-
tenlos storniert werden. Man weifl aus Erfahrung, dass im Mittel 10% der reservierten
Zimmer tatsachlich kurzfristig storniert werden. Um die Zahl der freien Zimmer méoglichst
gering zu halten, nimmt das Hotel daher mehr Zimmerreservierungen an als Zimmer im
Hotel vorhanden sind.
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(a) Wie ist die Anzahl Y der tatséchlich wegen Reservierungen bendtigten (also nicht
stornierten) Zimmer verteilt, wenn insgesamt 400 Zimmerreservierungen angenom-
men wurden und davon ausgegangen werden kann, dass das Stornierungsverhalten
der Hotelgéiste voneinander unabhéngig ist? Geben Sie auch den Erwartungswert
und die Varianz von Y an.

(b) Berechnen Sie unter Verwendung des zentralen Grenzwertsatzes die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass bei 400 angenommenenen Reservierungen geniigend Zimmer zur
Verfiigung stehen, um alle Hotelgéste, die reserviert und nicht storniert haben, auch
im Hotel unterzubringen.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise ein 0.95-Quantil
der Anzahl in Anspruch genommener Zimmerreservierungen Y zu bestimmen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c¢) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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12 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2020

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Bei einer Urliste der Lénge n zu einem ordinalskalierten Merkmal |:| |:|
stimmt die Summe der Werte des zugehorigen Rangmerkmals —
auch wenn Bindungen vorliegen — stets mit der Summe der ersten
n natiirlichen Zahlen iiberein.

2. Wenn es in drei aufeinanderfolgenden Jahren tarifliche Lohnerho- |:| |:|
hungen von jeweils 2.5%, 3.2% beziehungsweise 5.1% gibt, dann
betriagt die mittlere Lohnerh6hung pro Jahr in diesem Zeitraum
(gegebenenfalls gerundet) 3.59%.

3. Fiir den korrigierten Pearsonschen Kontingenzkoeffizienten C’;}O‘gﬁ |:| |:|
zweier Merkmale X und Y gelte C’ﬁ‘gryr = 0. Dann sind X und Y
stets unabhéngig.

4. Es seien A und B zwei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeits- |:| |:|
raum (§2, F, P) mit P(A) = 0.3, P(B) = 0.5 und P(AUB) = 0.7.
Damit gilt P(AN B) = 0.1.

5. Es seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B,C € F |:| |:|
drei Ereignisse mit P(C') > 0. Dann gilt:

P(A) = P(B) = P(A|C) = P(B|C)

6. Werden zwei faire (sechsseitige) Wiirfel gleichzeitig geworfen, so |:| |:|
erhélt man mit einer Wahrscheinlichkeit von 32 zwei unterschied-
liche Augenzahlen.

]
]

7. Die Summe von vier stochastisch unabhingigen N(16,2?)-
verteilten Zufallsvariablen ist N (64,4?)-verteilt.

]
]

8. Ist die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y negativ, so
ist die Varianz der Summe von X und Y kleiner als die Summe
der einzelnen Varianzen (von X und Y).
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|

c) platykurtisch und rechtssteil |:|
d) platykurtisch und linkssteil |:|

0.04 0.08

0.00

T T T 1
195 200 205 210

2. Die Anzahl der verschiedenen (sechsstelligen) Zahlen, die aus den Ziffern 2,2,2,5,5,7
gebildet werden konnen, betragt:

() — ]

3-2-1
6!

) 35 L

(c) 205270 [ ]

(d) 3!-20-1 [ ]

3. Wenn Sie an einem schénen Sommertag besonders viel Appetit auf Eis haben und
daher nacheinander gleich drei verschiedene Eisspezialitdten aus der beachtenswerten
Gefriertruhen-Auswahl von acht Sorten als Nachtisch verspeisen moéchten, so haben
Sie zur Wahl der Sorten und Reihenfolge beim Verzehr insgesamt

(a) 3% Moglichkeiten.

8!
(b) (8)3 = ol Moglichkeiten.

8 8!
(c) (3) T Moglichkeiten.

(d) 8% Moglichkeiten.

HEEREEE

4. Beim Zufallsexperiment des einmaligen Wiirfelns mit einem gewohnlichen sechsseiti-
gen Wiirfel
a) sind {1,6} und 4 jeweils Ergebnisse.

(

(b) sind {1,6} und 4 jeweils Ereignisse.

(c) ist {1,6} ein Ergebnis und 4 ein Ereignis.
(

NN

d) st {1,6} ein Ereignis und 4 ein Ergebnis.
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Aufgabe 3 (3+ 3+ 1+ 5= 12 Punkte)

Bei einer Umfrage wurden 40 Personen befragt, wie viele Smartspeaker sie in den vergan-

genen drei Jahren gekauft haben (Merkmal X'). Das Ergebnis der Umfrage ist die folgende

(bereits aufsteigend sortierte) Urliste zu X:
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5, 5,5, 9,
5,5,5,5,5, 5 5 55

(a) Erstellen Sie eine Tabelle mit den absoluten und relativen Haufigkeiten.

(b) Stellen Sie die zugehorige empirische Verteilungsfunktion auf.

(c) Wie grof ist der Anteil der Personen in der Umfrage, die mindestens 3 Smartspeaker
in den vergangenen drei Jahren gekauft haben?

(d) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

Aufgabe 4 (6 +4 4 3 + 3 = 16 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 40 gegeben:

6.12, 7.58, 7.76, 8.09, 9.18, 9.33, 9.94, 9.94, 10.57, 10.68, 11.00, 11.19, 11.28,
11.33, 11.48, 11.59, 11.60, 13.46, 13.72, 13.83, 14.15, 14.54, 14.96, 15.82, 16.11,
16.38, 16.95, 17.13, 17.67, 18.12, 18.50, 18.95, 19.08, 20.15, 22.61, 23.12, 23.49,
26.06, 27.12, 27.87

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (5,10], Ky = (10,15], K3 = (15,25], K4 = (25, 35]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhéufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c¢) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 10 und
30. Welche Niherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(d) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) das obere Quartil sowohl
exakt aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir
die klassierten Daten.

Aufgabe 5 (4 + 2 4+ 2 = 8 Punkte)

Um eine iiberstandene Infektion an einer neuartigen Viruserkrankung zu identifizieren,
wird ein Antikorpertest verwendet, der laut Herstellerangabe eine tatséchlich iiberstan-
dene Infektion auch mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% erkennt. Gleichzeitig zeigt der
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Antikorpertest aber auch mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% félschlicherweise eine iiber-
standene Infektion an, obwohl tatséchlich keine Infektion vorlag. Gehen Sie (aufler von der
Korrektheit der Herstellerangaben) nun (zunéchst) davon aus, dass der Antikorpertest in
einer Region flichendeckend eingesetzt werden soll und bereits 3% der Bevolkerung der
betreffenden Region die Virusinfektion {iberstanden haben.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Antikorpertest bei einer (zufillig ausge-
wéhlten) untersuchten Person eine iiberstandene Infektion anzeigen?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat eine (mit dem Antikorpertest) positiv getestete
Person tatséchlich noch gar keine Infektion mit dem neuartigen Virus {iberstanden?

(c) Wie dndern sich die Ergebnisse aus Teil (a) und Teil (b), wenn in der betreffenden
Region bereits 10% der Bevolkerung die Virusinfektion iiberstanden haben?

Aufgabe 6 (3 + 3 4+ 3 + 3 = 12 Punkte)

An einer hochinfektiosen Erkrankung seien zu einem bestimmten Zeitpunkt 0.5% der
Bevolkerung eines Landes erkrankt. Im Folgenden soll die Entwicklung des Infektionsge-
schehens untersucht werden, wenn sich Personengruppen innerhalb geschlossener Raum-
lichkeiten treffen. Gehen Sie dazu (ndherungsweise) davon aus, dass die Anzahl infizierter
Personen in einer Gruppe von n Personen B(n,0.005)-verteilt ist. Ferner soll davon aus-
gegangen werden, dass nach einem Treffen sdmtliche Personen einer Gruppe infiziert sind,
falls mindestens ein Teilnehmer des Treffens vorher bereits infiziert war (und andernfalls
niemand in dieser Gruppe).

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit (in Abhéngigkeit von n), dass mindestens eine
Person in einer Gruppe der Grofie n (vor dem Treffen) infiziert ist?

(b) Wie grof} ist bei einer Gruppe der Grofle n der Erwartungswert (in Abhéngigkeit von
n) der Anzahl der nach dem Treffen (in einer geschlossenen Réumlichkeit) infizierten
Personen?

(c) Vergleichen Sie die erwartete Gesamtanzahl der nach den Treffen infizierten Personen
zwischen einem Treffen mit 100 Personen und 20 Treffen mit jeweils 5 Personen,
indem Sie den Erwartungswert aus Teil (b) fiir n = 100 mit dem 20-fachen des
Erwartungswerts fiir n = 5 vergleichen. Ist aus dieser Sicht eine Beschrankung der
Personenzahl fiir Treffen innerhalb geschlossener Réumlichkeiten sinnvoll?

(d) Welchen Erwartungswert erhalten Sie fiir die Anzahl der nach dem Treffen infizierten
Personen fiir n = 100, wenn Sie zur Néherung der Binomialverteilung in Teil (a)
und (b) eine geeignete Poisson-Verteilung verwenden?

Aufgabe 7 (54+4+ 2+ 6+ 1= 18 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion

gegeben:
1

3T firl<z<3

fx(z) = —%x—l—% fir3<z<5h

0 sonst
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(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fy von X.
(b) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

(¢) Berechnen Sie P ({X > 3}) und P ({3 < X <4}).
(d) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

(e) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?

Aufgabe 8 (2+ 349 + 3 = 17 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X,Y):

X\Y |2 3 4 P
+ | 3 2
pj

(a) Ergéanzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X unter der Bedin-
gung Y = y; fiir alle y; € T(Y) iiber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlich-
keitsfunktionen an.

(c¢) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y) sowie Korr(X,Y).

(d) Berechnen Sie E (5X — 3Y) sowie Var (5X — 3Y).

Aufgabe 9 (3 4+ 2 + 4 = 9 Punkte)

Aufgrund langjiahriger Aufzeichnungen iiber entsprechende Wahlbeteiligungen gehe man
davon aus, dass sich die 14500 wahlberechtigten Studierenden bei einer anstehenden Se-
natswahl unabhéngig voneinander jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von 10% dazu ent-
schlieffen, ihr Wahlrecht auch auszuiiben und einen Stimmzettel auszufiillen.

(a) Wie ist die Anzahl der ausgefiillten Stimmzettel Y exakt verteilt? Geben Sie auch
den Erwartungswert E(Y') sowie die Varianz Var(Y') der Anzahl der ausgefiillten
Stimmzettel an.
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(b) Die Wahlleitung entschlieBt sich aus 6kologischen und 6konomischen Griinden, zu-
ndchst nur 1500 Stimmzettel fiir die Wahl auszudrucken und weitere Stimmzettel
erst bei Bedarf nachzudrucken, falls mehr als die zunéchst gedruckten Stimmzettel
benotigt werden sollten. Mit welcher (mit dem zentralen Grenzwertsatz nédherungs-
weise zu bestimmenden) Wahrscheinlichkeit miissen keine Stimmzettel nachgedruckt
werden?

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um nidherungsweise einen um die er-
wartete Anzahl ausgefiillter Stimmzettel symmetrischen Bereich zu bestimmen, in
dem sich die Anzahl ausgefiillter Stimmzettel mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.99
realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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13 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS

2020/21

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die

unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen

0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen z#hlen als nicht bearbeitet!).

Bei einer Urliste der Lénge n zu einem ordinalskalierten Merk-
mal stimmt das arithmetische Mittel der Werte des zugehorigen
Rangmerkmals — auch wenn Bindungen vorliegen — stets mit dem
arithmetischen Mittel der ersten n natiirlichen Zahlen {iberein.

In einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum gilt fiir zwei Er-

eignisse A und B stets P(AN B) = P(A) - P(B).

Wenn ein Schnelltest auf eine infektiose Krankheit bei Vorlie-
gen einer akuten Infektion mit einer Wahrscheinlichkeit von 98%
(korrekterweise) ein positives Resultat liefert, dann ist das gleich-
bedeutend damit, dass man bei Vorliegen eines negativen Test-
ergebnisses mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% dennoch akut
infiziert ist.

Wenn Sie zweimal nacheinander mit einem fairen (sechsseitigen)
Wiirfel wiirfeln, dann ist die zweite gewdiirfelte Zahl mit einer
Wahrscheinlichkeit von ¥ = 1 mindestens so gro wie die erste

36 2
gewiirfelte Zahl.

Wenn Sie in Aufgabe 2 dieser Klausur in allen 4 Aufgabenteilen
jeweils rein zufillig genau eine der 4 Antwortmoglichkeiten an-
kreuzen, dann erzielen Sie dort mit einer Wahrscheinlichkeit von
1—16 die volle Punktzahl.

Hat die Verteilungsfunktion Fx einer Zufallsvariablen X min-
destens eine Sprungstelle, so kann X nicht diskret verteilt sein.

Exponentialverteilte Zufallsvariablen sind stets linkssteil verteilt.

Die Summe vier unabhéngiger B(25,0.05)-verteilter Zufallsva-
riablen ist B(100,0.2)-verteilt.

wahr

[ ]

[ ]

]
]

]
]

]
]

]
]

falsch

[ ]

[ ]
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|

c) platykurtisch und rechtssteil |:|
d) platykurtisch und linkssteil |:|

0.10 0.20

0.00

T T T 1
26 28 30 32

2. Auf der Bank der Ersatzspieler einer Fulballmannschaft sitzen 9 Spieler. Wenn wéh-
rend des FuBballspiels 5 Ersatzspieler eingewechselt werden und die Reihenfolge der
Einwechslungen keine Rolle spielen soll, so betrégt die Anzahl der verschiedenen Ein-
wechslungsmoglichkeiten (fiir diese Mannschaft) insgesamt:

(a) 9°
(b) 5

© O)p=%

@ ()-33

3. Verteilungsfunktionen eindimensionaler Zufallsvariablen sind stets

HENREN

a

b

) monoton wachsend und rechtsseitig stetig.
)

monoton wachsend und stetig.

NN

(
(
(c) streng monoton wachsend und rechtsseitig stetig.
(

d) streng monoton wachsend und stetig.

4. Der zweidimensionale diskrete Zufallsvektor (X,Y’) besitze 7 Trigerpunkte, die alle
auf einer Geraden mit Steigung —0.1 liegen. Dann gilt:

(a) Korr(X,Y)=—-0.1 |:|
(b) Korr(X,Y)=—-0.7 |:|
(¢) Korr(X,Y)=+0.7 [ ]
(d) Korr(X,Y)=-1 [ ]
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Aufgabe 3

(4+5+3+1+1= 14 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei das folgende Stabdiagramm gegeben:

n
—
B R E e N
—
~ | I S I
N D T O I
=
n
o 1 1
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
g

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Héufigkeiten.

(b) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Standardabwei-
chung des Merkmals X.

(c) Geben Sie die empirische Verteilungsfunktion des Merkmals X an.
(d) Wie grof ist der Anteil der Urlisteneintréige, die Werte von weniger als 2 annehmen?

(e) Bestimmen Sie ein oberes Quartil des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4 4+ 3 + 3 = 16 Punkte)
Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 40 gegeben:

15.83, 18.98, 19.55, 20.41, 21.02, 21.38, 21.48, 23.25, 23.32, 23.68, 27.02, 27.19,
28.10, 28.78, 29.33, 29.92, 30.10, 31.35, 31.42, 32.32, 32.78, 33.69, 33.90, 34.10,
34.20, 34.49, 34.60, 35.42, 36.62, 36.96, 37.08, 37.09, 37.83, 38.12, 38.33, 38.68,
38.69, 38.84, 38.93, 39.29

Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (10,20], Ky = (20,30], K3 = (30,35], K, = (35, 40]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhéufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b)

Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 25 und
35. Welche Naherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?
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(d) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.

Aufgabe 5 (1 + 2 + 2 = 5 Punkte)

Eine Urne enthélt 50 gleichartige Kugeln, von denen 8 schwarz und gepunktet, 12 weif3
und gepunktet, 12 schwarz und kariert sowie 18 weifl und kariert sind. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

(a) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel schwarz und kariert ist?
(b) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel weif ist?

(c) eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel gepunktet ist, wenn man weiB,
dass sie schwarz ist?

Aufgabe 6 (6 + 2 4+ 2 = 10 Punkte)

Ein Hersteller von Tiefkiihlfertiggerichten bezieht seine Frischfischlieferungen von den vier
Groflhédndlern A, B, C und D. Dabei werden einzelne Lieferungen mit einer Wahrschein-
lichkeit von 15% von Lieferant A, 15% von Lieferant B, 50% von Lieferant C und 20%
von Lieferant D geliefert. Bei den anschlieBenden Qualitdtskontrollen gibt es erfahrungs-
geméf mit einer Wahrscheinlichkeit von 97% bei Lieferant A, 96% bei Lieferant B, 98%
bei Lieferant C und 97% bei Lieferant D keinen Anlass zu Beanstandungen.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewihlte Lieferung in der
Qualitatskontrolle nicht beanstandet wird?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine von der Qualitétskontrolle beanstan-
dete Lieferung von Groflhéndler C geliefert wurde?

(c) Sind die Ereignisse ,Lieferung wird beanstandet* und , Lieferung stammt von Grof-
héndler C* stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Aufgabe 7 (3+2+6+ 1+ 4 =16 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Verteilungsfunktion
gegeben:
( 0 fir z < —1

%xQ—i—%x—i—% fir —1<x<0

—%xQ—i—%m—l—% fir0<az <2

L 1 fir x > 2

(a) Berechnen Sie eine Dichtefunktion fx von X.
(b) Berechnen Sie P ({X > 1}) und P ({0 < X <1}).

(c¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
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(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?

(e) Bestimmen Sie den Median von X.

Aufgabe 8 (2 + 3 = 5 Punkte)

Als Hausaufgabe im Fach Bildende Kunst waren die Geburtsorte von 20 Bildhauern aus-
wendig zu lernen. Die Schiilerin Elsa Emsig hat 17 dieser Geburtsorte auswendig gelernt
(die Chance, bei den anderen 3 Geburtsorten durch Raten eine richtige Antwort zu geben,
sei gleich Null). Der Lehrer iiberpriift, ob Elsa die Hausaufgabe ordentlich erledigt hat,
indem er 4 Mal rein zufillig und unabhéngig voneinander einen der Bildhauer auswéhlt
und die zugehorigen Geburtsorte abfragt. Kann Elsa mindestens zu 3 dieser 4 Bildhauer
die Geburtsorte korrekt angeben, so ist die Uberpriifung bestanden.

(a) Welche Verteilung besitzt die Anzahl der von Elsa abgegebenen richtigen Antworten?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht Elsa die Uberpriifung?

Aufgabe 9 (24 3+ 9+ 1+ 3= 18 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y | -1 0 2 Di
1 0.04 0.16 0.2

3 0.08 0.16 0.16

5 0.08 0.08 0.04

P

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X unter der Bedin-

gung Y = y; fiir alle y; € T(Y) iiber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlich-
keitsfunktionen an.

(c) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).
(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?

(e) Berechnen Sie E (4X — 3Y") sowie Var (4X — 3Y).
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Aufgabe 10 (2 + 2 + 4 = 8 Punkte)

Ein freiberuflicher Netzwerktechniker benotigt fiir das Auflegen eines Netzwerkanschlusses
im Mittel 10 Minuten bei einer Standardabweichung von 2 Minuten. Man kann davon
ausgehen, dass die benotigten Zeitdauern fiir die einzelnen Anschliisse nicht gegenseitig
voneinander abhédngen. In einem bestimmten Schaltschrank sind insgesamt 36 Anschliisse
aufzulegen.

(a) Geben Sie die den Erwartungswert sowie die Standardabweichung der gesamten
Arbeitszeit (fiir alle 36 Netzwerkanschliisse) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Netzwerktechniker nicht langer als 6.25 Stunden bzw.
375 Minuten zum Auflegen aller Anschliisse benotigt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise einen um den zu-
gehorigen Erwartungswert symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich die
gesamte Arbeitszeit fiir 36 Netzwerkanschliisse mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.95 realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c¢) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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14 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2021

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Jeder Median eines Merkmals X kommt mindestens einmal in |:| |:|
der Urliste zu X vor.

2. Ist (a;,b;) eine Ausprigung des zweidimensionalen Merkmals |:| |:|
(X,Y), dann ist die gemeinsame relative Haufigkeit r(a;, b;) die-
ser Auspriagung niemals grofer als die zugehorige relative Rand-
haufigkeit r(a;) der Auspragung a; des Merkmals X.

]
]

3. Esseien A und B zwei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€2, F, P). Dann gilt stets P(A) > P(AN B).

4. Ist (2, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und sind
A, B € F mit P(A) >0 und P(B) > 0, so gilt stets:

]
]

P(A|B) + P(B|A) = 1

5. Die Anzahl der Fehlversuche, bevor man zum ersten Mal mit ei-
nem 6-seitigen fairen Wiirfel eine 5 oder 6 wiirfelt, ist Geom (%)—
verteilt.

6. Die Summe von drei unabhéngigen Pois(4)-verteilten Zufallsva-
riablen ist Pois(12)-verteilt.

7. Der Korrelationskoeffizient Korr(X,Y) zweier Zufallsvariablen
X und Y ist betragsmifig stets hochstens so grofl wie die zuge-
horige Kovarianz Cov(X,Y") der beiden Zufallsvariablen.

N N
N N

8. Die Zufallsvariablen X; und X5 seien unkorreliert und fiir die
Standardabweichungen gelte Sd(X;) = 3 sowie Sd(X2) = 4.
Dann gilt fiir die Standardabweichung der Summe X; + X,
Sd(X1 + X2) =T.
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

(a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
(b) leptokurtisch und linkssteil |:|
e (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
(d) platykurtisch und linkssteil |:|

85 920 95 100 105 110

2. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste

4, 4, 4, 8 9, 9, 10, 12

?

des ordinalskalierten Merkmals X lauten:

(a) 2, 2, 2, 4, 55, 55 7, 8 [ ]
() 1, 1, 1, 2, 3, 3, 4, 5 [ ]
(¢) 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 [ ]
(d) 1.5, 1.5, 15, 4, 55, 55, 7, 8 [ ]

3. Wenn Sie 3-mal mit Zuriicklegen aus einer Urne mit 6 unterscheidbaren Kugeln ziehen,
dann betréagt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle gezogenen Kugeln unterschiedlich
sind:

0 >

(6)s
63

[ ]
© % [
[ ]

]

@ >
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4. Von den 200 Studierenden, die in einem bestimmten Semester sowohl an der
Mathematik- als auch an der Statistikklausur teilgenommen haben, haben 160 Studie-
rende die Statistiklausur bestanden, 140 Studierende haben die Mathematikklausur
bestanden und 130 Studierende haben sowohl die Statistik- als auch die Mathematik-
klausur bestanden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein(e) zufillig ausgewéhlte(r)
Studierende(r) wenigstens eine der beiden Klausuren bestanden?

(a) 75% [ ]
(b) 80% [ ]
() 85% [ ]
(d) 90% [ ]

Aufgabe 3 (4+ 145+ 1= 11 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei die folgende empirische Verteilungsfunktion gegeben:
(0.00 fir =<2
0.02 fir 2<zx<4
0.36 fir 4<z<6
F(zx)=4¢ 064 fir 6<z<8
0.84 fir 8<z <10
0.94 fir 10<x <12
. 1.00 fir =z > 12
AuBlerdem sei die Lénge der Urliste n = 50 bekannt.

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Héufigkeiten.
(b) Wie grof ist der Anteil der Urlisteneintréige, die Werte von weniger als 5 annehmen?

(c) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(d) Bestimmen Sie einen Median des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 30 gegeben:

11.70, 12.50, 13.00, 14.93, 16.42, 17.03, 17.36, 17.68, 17.73, 18.62, 18.75, 19.06,
19.15, 19.21, 19.24, 19.37, 19.71, 19.91, 20.30, 20.49, 20.66, 20.81, 20.84, 20.94,
21.27, 21.40, 21.52, 21.61, 21.81, 21.99

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (10,14], Ky = (14,18], K3 = (18,20], K, = (20, 22]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhéufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.
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(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 18.8347

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 12 und
18. Welche Néaherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) das obere Quartil sowohl
exakt aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir
die klassierten Daten.

Aufgabe 5 (4 + 2 4+ 2 = 8 Punkte)

Zur Unterstiitzung der Bekdmpfung einer Pandemie werden auch Schnelltests eingesetzt,
die im Vergleich zu aufwéndigeren Testverfahren eine geringere Zuverldssigkeit aufwei-
sen. Gehen Sie im Folgenden davon aus, dass diese Tests eine tatséchlich vorhandene
Infektion (bei asymptomatischen Personen) nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 80%
erkennen, wahrend bei nicht infizierten (asymptomatischen) Personen félschlicherweise
mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.15% ein positives Testergebnis entsteht. Gehen Sie
auBerdem davon aus, dass in einer zum betreffenden Zeitpunkt vergleichsweise giinsti-
gen Infektionslage die Wahrscheinlichkeit des tatséchlichen Vorliegens einer Infektion (bei
asymptomatischen Personen) nur 0.05% betrigt.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Schnelltest bei einer (zuféllig ausgewéhlten
und asymptomatischen) untersuchten Person ein positives Ergebnis liefern?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine (mit einem Schnelltest) positiv getestete
(asymptomatische) Person tatséchlich gar nicht infiziert?

(¢) Vor dem Hintergrund des Ergebnisses aus Teil (b) wird der Nutzen der Schnelltests
bei der aktuellen Infektionslage in Frage gestellt, indem pauschalisiert ein ,hoher
Anteil falscher Testergebnisse beklagt wird. Entkréaftigen Sie diese pauschalisierte
Aussage durch die Berechnung der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine (asymptoma-
tische) Person in der beschriebenen Infektionslage ein korrektes Testergebnis erhélt.

Aufgabe 6 (2 + 1 4 2 = 5 Punkte)

Die Lebensdauer bis zum Ausfall einer Server-Festplatte lasse sich als eine exponential-
verteilte Zufallsvariable auffassen. Im Mittel vergehen bis zum Ausfall 8 Jahre.

(a) Welche Standardabweichung hat die Lebensdauer bis zum Ausfall?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit betrégt die Lebensdauer bis zum Ausfall mehr als
10 Jahre?

(c) Berechnen Sie das 0.80-Quantil der Lebensdauer bis zum Ausfall.
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Aufgabe 7 (54+2+5+ 6+ 3+ 2= 23 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
%x—l—% fir —2<z<1

fx(@)=4 —iz+1 firl<z<2

0 sonst
(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fy von X.
(b) Berechnen Sie P ({X >2}) und P ({-1 < X < 2}).
Bestimmen Sie den Median und das obere Quartil von X.

C

)
)
()
(d) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
) Bestimmen Sie eine Dichtefunktion von Y :=2- X 4 4.
)

(e
(f) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von Y :=2- X + 4.

Hinweis: Var(X) = 0.72
Aufgabe 8 (24 3+ 9 + 3 = 17 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |2 0 4 pi.
1 0.06 0.06 0.18

2 0.14 0.28 0.08

4 0.1 0.06 0.04

D

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Y unter der Bedingung
X = z; fiir alle z; € T(X) iiber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlichkeits-
funktionen an.

(¢) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y") sowie Korr(X,Y).

(d) Berechnen Sie E (=3X + 2Y") sowie Var (—3X + 2Y).
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Aufgabe 9 (3 + 2 + 4 = 9 Punkte)

In einem (fiktiven) Impfzentrum stehen téglich 360 Impfdosen zur Verfiigung. Auf Basis
der Erfahrungen aus der jiingeren Vergangenheit soll davon ausgegangen werden, dass
vergebene Impftermine mit einer Wahrscheinlichkeit von 10% (ohne rechtzeitige Absage)
nicht in Anspruch genommen werden. Fiir die individuelle Inanspruchnahme der Impfter-
mine soll dabei Unabhéngigkeit unterstellt werden. Um die Verschwendung ungenutzter
Impfdosen zu reduzieren, plant das Impfzentrum, téglich zusétzliche Feierabendtermine
zu vergeben, zu denen eine Impfung in Aussicht gestellt, aber nicht garantiert wird.

(a) Wie ist die Anzahl der (téglich) nach Ablauf der reguldren Impftermine ibrig ge-
blicbenen Impfdosen Y exakt verteilt? Geben Sie auch den Erwartungswert E(Y)
sowie die Varianz Var(Y') der Anzahl der {ibrig gebliebenen Impfdosen an.

(b) Das Impfzentrum entschlieBt sich dazu, téglich 30 zusétzliche Feierabendtermine
zu vergeben. Mit welcher (ndherungsweise mit einem geeigneten Grenzwertsatz zu
bestimmenden) Wahrscheinlichkeit reichen die iibrig gebliebenen Impfdosen aus, um
alle 30 Impfwilligen der Feierabendtermine auch tatsiachlich impfen zu konnen?

(c) Verwenden Sie einen geeigneten Grenzwertsatz, um niherungsweise einen um den
zugehorigen Erwartungswert symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich die
Anzahl der (téglich) iibrig gebliebenen Impfdosen mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.95 realisiert. (Die Grenzen des Bereichs miissen nicht gerundet werden!)

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung der Aufgabe die Tabelle zur Standardnormalver-
teilung auf Seite 120!
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15 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS
2021/22

Aufgabe 1 (16 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen z#hlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Kommt keine andere Ausprégung eines Merkmals X haufiger in |:| |:|
der Urliste vor als die Ausprégung a,;, so gehort a; stets zu den
Modalwerten des Merkmals X.

2. Ist (a1,b;) eine Ausprigung des zweidimensionalen Merkmals |:| |:|
(X,Y) und gilt fiir die relativen Randhéufigkeiten r(a;) und
r(by) sowie die gemeinsame relative Héaufigkeit r(ay,b;) der Zu-
sammenhang 7(ay,b1) = r(ay) - r(by), so sind X und Y stets
unabhéngig.

3. Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt
fiir zwei Ereignisse A, B € F stets P(AU B) < P(A) + P(B).

4. Esseien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, C € F
drei Ereignisse mit positiven Eintrittswahrscheinlichkeiten. Gilt
auerdem P(A) > P(B), so gilt auch stets P(A|C) > P(B|C).

5. Ist X eine Zufallsvariable mit Var(X) = 4, so gilt fiir die Zufalls-
variable Y := 2X + 8 stets Var(Y') = 16.

6. Stetig gleichverteilte Zufallsvariablen sind stets platykurtisch
verteilt.

7. Stimmen die Varianzen der beiden Zufallsvariablen X und Y
tiberein, so gilt auch stets Korr(X,Y) = Cov(X,Y).

I
I

8. Fiiri € {1,...,4} seien X; normalverteilte Zufallsvariablen mit
E(X;) = 5 sowie Sd(X;) = 2, zudem gelte Cov(X;, X;) = 0 fiir
alle 7,5 € {1,...,4}. Fiir die Summe Y := X; + Xo + X3 + X,
gilt dann stets Y ~ N(20,4?).
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

(a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
(b) leptokurtisch und linkssteil |:|
777777777777777 e e (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
| | | | | (d) platykurtisch und linkssteil |:|

45 50 55 60 65

2. Die Wahrscheinlichkeit, in dieser Klausuraufgabe (4 MC-Aufgabenteile mit jeweils
genau einer korrekten Antwort aus 4 Antwortmdoglichkeiten) durch rein zufélliges An-
kreuzen jeweils einer Antwortmoglichkeit (jede Antwortmoglichkeit erhalte also eine
Chance von 25%) genau in einem Aufgabenteil die richtige Antwort zu markieren,
betrigt (ggf. auf 2 Nachkommastellen gerundet):

(a) 25.00% [ ]
(b) 37.25% [ ]
(¢) 42.19% L]
(d) 50.00% [ ]

3. Bei der Aufstellung eines Listenvorschlags zu einer Gremienwahl sollen die 4 weiblichen
und 3 ménnlichen Kanditat(inn)en so auf die 7 Listenplidtze verteilt werden, dass
sich die Geschlechter jeweils abwechseln. Damit betrdgt die Anzahl der moglichen

Listenanordnungen
(a) 12 [ ]
(b)  35. [ ]
(c) 72 [ ]
(d) 144 [ ]

4. Fir n € N seien die Zufallsvariablen X, ..., X, unabhéngig identisch verteilt mit
E(X;) = p und Var(X;) = o? fiir alle i € {1,...,n}. Dann gilt fir X = 23" | X,

(a) E(X)=%und Var(X) = = ]
(b) E(X)=pund Var(X) = = ]
(¢) E(X) =% und Var(X) = o2 ]
(d) E(X) = und Var(X) = o2 ]
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Aufgabe 3 (3+3+ 1+ 5+ 1= 13 Punkte)

Bei einer Umfrage wurden 50 Personen befragt, wie viele Streaming-Dienste sie abon-
niert haben (Merkmal X). Das Ergebnis der Umfrage ist die folgende (bereits aufsteigend
sortierte) Urliste zu X:

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1, 1,1, 1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,3,3,3,4, 4,4, 4

(a) Erstellen Sie eine Tabelle mit den absoluten und relativen Haufigkeiten.
(b) Stellen Sie die zugehorige empirische Verteilungsfunktion auf.

(c) Wie grof ist der Anteil der Personen in der Umfrage, die mindestens 2 Streaming-
Dienste abonniert haben?

(d) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(e) Bestimmen Sie ein oberes Quartil des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 + 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Liange n = 40 gegeben:

6.15, 7.03, 7.90, 8.05, 8.10, 9.37, 9.58, 9.94, 10.45, 11.33, 11.75, 13.96, 14.57,
15.02, 15.26, 16.45, 16.45, 16.46, 17.04, 19.62, 21.55, 21.84, 22.45, 23.00, 24.18,
27.70, 31.02, 34.87, 36.34, 36.43, 37.34, 37.36, 37.87, 39.58, 41.31, 45.79, 46.95,
48.50, 53.22, 56.93

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
Kl - (5, 15], K2 - (15,25], Kg - (25,45], K4 == (45,65]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhaufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 24.2187

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 25 und
40. Welche Nidherung fiir diese Anzahl konnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) das obere Quartil sowohl
exakt aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir
die klassierten Daten.
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Aufgabe 5 (4 + 2 = 6 Punkte)

Von den Unternehmen, die sich auf einer 2-tidgigen Messe prisentieren, sind 10% nur am
1. Tag sowie 15% nur am 2. Tag vertreten (die restlichen 75% sind an beiden Tagen
vertreten).

(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein (zufillig ausgewéahltes) Unternehmen, das am 1.
Tag vertreten war, auch am 2. Tag vertreten ist?

(b) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein (zufillig ausgewéhltes) Unternehmen, das am 2.
Tag vertreten ist, nicht schon am 1. Tag vertreten war?

Aufgabe 6 (5 + 2 = 7 Punkte)

Bei einem Chip-Hersteller verteilt sich die Produktion eines bestimmten Mikrocontrollers
auf insgesamt drei verschiedene Produktionslinien A, B und C. Dabei werden im Mittel
25% der Chips auf Linie A, 60% der Chips auf Linie B und 15% der Chips auf Linie C
hergestellt. Aus den Ergebnissen der Qualititssicherung ist bekannt, dass 98% der Chips
aus Linie A, 99% der Chips aus Linie B und 97% der Chips aus Linie C nicht fehlerhaft
sind.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewéhlter Chip fehlerhaft
ist?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlerhafter Chip auf der Linie A
produziert wurde?

Aufgabe 7 (3+2+6+1+5+ 3 =20 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Verteilungsfunktion
gegeben:
( 0 firx <0

%:L‘Q—I—%x fir0<z <1

—ixQ—i—%x—l firl<axz<2

L 1 fiir x > 2

(a) Berechnen Sie eine Dichtefunktion fx von X.

(b) Berechnen Sie P ({X > 1}) und P ({3 < X < 2}).
(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?

(e) Bestimmen Sie das untere Quartil und den Median von X.

(f) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y :=2- X — 3.
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Aufgabe 8 (24 3+ 9+ 1+ 3= 18 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |1 2 3 Di.
—4 0.1 0.14 0.06

0 0.08 0.08 0.04

2 0.12 0.18 0.2

Dy

(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Y unter der Bedingung
X = ; fiir alle z; € T(X) iiber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlichkeits-
funktionen an.

(c) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).
(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?
(e) Berechnen Sie E (5X — 2Y') sowie Var (5X —2Y).

Aufgabe 9 (2 + 4 4+ 3 = 9 Punkte)

Ein Holzschnitzer stellt Weihnachtsfiguren als Unikate in Handarbeit her. Aus langjahriger
Erfahrung weif§ er, dass er pro Figur im Mittel 2 Stunden bei einer Standardabweichung
von 0.3 Stunden benétigt. Man kann davon ausgehen, dass die einzelnen Herstellungszeiten
nicht gegenseitig voneinander abhéngen. In einem bestimmten Jahr nimmt der Schnitzer
vor Weihnachten Bestellungen iiber insgesamt 64 Figuren an.

(a) Geben Sie die den Erwartungswert sowie die Standardabweichung der gesamten
Herstellungszeit (fiir alle 64 Figuren) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Schnitzer insgesamt zwischen 124 und 134 Stunden
zur Herstellung aller Figuren benétigt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise ein 0.95-Quantil
fiir die gesamte Herstellungszeit (fiir alle 64 Figuren) zu bestimmen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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16 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2022

Aufgabe 1 (18 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Ein Merkmal mit der Urliste |:| |:|
1,2,3,3,4,5,5,6,7
hat einen einzigen bzw. eindeutig bestimmten Modalwert.

2. Ist (a1, b1) eine Auspragung des zweidimensionalen Merkmals |:| |:|
(X,Y) und gilt fiir die relativen Randhéufigkeiten r(a;) und
r(by) sowie die gemeinsame relative Héufigkeit r(ay,b;) der Zu-
sammenhang 7(ay,b1) # r(ay) - r(by), so sind X und Y stets
abhéngig.

]
]

3. Sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt
fir zwei Ereignisse A, B € F stets 2- P(ANB) < P(A)+ P(B).

4. Ist (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und sind
A, B € F Ereignisse mit P(A) > 0 und P(B) > 0, so gilt stets:

]
]

P(A[B) - P(B) = P(B|A) - P(A)

5. In einer bestimmten Kalenderwoche waren 72% aller hospitali- |:| |:|
sierten Covid-Patienten vollstéandig geimpft. Hieraus kann man
schliefen, dass in dieser Kalenderwoche der Anteil der hospitali-
sierten Covid-Patienten unter den vollstindig geimpften Perso-
nen grofer war als unter den nicht vollstéandig geimpften.

6. Die stetige Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion |:| |:|

lz| fir —1<2<1

fX(x):{ 0 sonst

ist symmetrisch um ihren Erwartungswert 0 verteilt.

]
]

7. Ist X eine Zufallsvariable mit Var(X) = 3, so gilt fiir die Zufalls-
variable Y := —2X + 12 stets Var(Y) = 6.

]
]

8. Fiir zwel Zufallsvariablen X und Y {iber einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, P) mit Var(X) = 2 und Var(Y) = 8 gilt stets
| Cov(X,Y)| < 4.

9. Die Zufallsvariablen X und Y seien stochastisch unabhéngig, |:| |:|
ferner gelte X ~ N(10,2%), Y ~ N(20,3%). Dann ist die Summe
S := X + Y normalverteilt mit E(S) = 30 und Var(S) = 5%.
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Aufgabe 2 (15 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil

c) platykurtisch und rechtssteil

NN

(a)

(b) leptokurtisch und linkssteil
(

(

d) platykurtisch und linkssteil

2. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil

b) leptokurtisch und linkssteil

]

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

NN

(
(
(c) platykurtisch und rechtssteil
(d) platykurtisch und linkssteil

50 60 70 80

3. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste
sehr gut, sehr gut, gut, gut, gut, befriedigend, ausreichend, ausreichend
des ordinalskalierten Merkmals X lauten:
(a) 1, 1, 3, 3, 3, 5, 7, 8
(b 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
(¢) 1.5, 1.5, 3.5, 3.5, 3.5, 6.5, 7.5, 7.5
(d) 1.5, 1.5, 4, 4, 4, 6, 7.5, 7.5

NN
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4. Eine Big Band hat insgesamt 25 Musiktitel in ihrem Repertoire. In einem Konzert
sollen 15 dieser 25 Titel zu Gehor gebracht werden, wobei kein Titel mehrfach gespielt
werden soll. Wie viele Moglichkeiten hat der Bandleader zur Zusammenstellung des
Konzertprogramms, wenn auch die Reihenfolge der Titel von Bedeutung ist?

(a) 25 Moglichkeiten [ ]

(b) 15%° Moglichkeiten |:|
25!

(c) (25)15 = J5; Moglichkeiten [ ]

25 25!
= ——— Moglichkei
(d) (15> 50101 oglichkeiten |:|

5. Die Wahrscheinlichkeit, in dieser Klausuraufgabe (5 MC-Aufgabenteile mit jeweils
genau einer korrekten Antwort aus 4 Antwortmdoglichkeiten) durch rein zufilliges
Ankreuzen jeweils einer Antwortmoglichkeit (jede Antwortmoglichkeit erhalte also
eine Chance von 25%) keine einzige richtige Antwort zu markieren, betrégt (ggf. auf
2 Nachkommastellen gerundet):

(a) 20.00% [ ]
(b) 23.73% [ ]
(c) 40.96% [ ]
(d) 59.04% [ ]

Aufgabe 3 (3+3+1+5+ 1= 13 Punkte)

Bei einer Umfrage wurden 40 Haushalte befragt, wie viele Fernseher sie in den vergangenen
10 Jahren angeschafft haben (Merkmal X). Das Ergebnis der Umfrage ist die folgende
(bereits aufsteigend sortierte) Urliste zu X:

07 07 07 07 ()7 07 07 07 07 ()7 07 07 07 07 ()7 17 ]‘7 17 17 17 17 ]‘7 17 17 17 17 ]‘7 17 17 27 27
2,2,2,2,2, 2 3,3, 4

(a) Erstellen Sie eine Tabelle mit den absoluten und relativen Haufigkeiten.
(b) Stellen Sie die zugehorige empirische Verteilungsfunktion auf.

(c) Wie groB ist der Anteil der Haushalte in der Umfrage, die hochstens 2 Fernseher in
den vergangenen 10 Jahren angeschafft haben?

(d) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(e) Bestimmen Sie einen Median des Merkmals X.
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Aufgabe 4 (7T+ 4+ 3+ 2+ 2 =18 Punkte)

Gegeben sei das folgende Histogramm zur Klassierung einer Urliste der Lénge n = 100:

0.048

0.035
|

0.019 0.026

Haufigkeitsdichte f;

0.006
|

5 10 15 25 35 50

(a) Rekonstruieren Sie die Klassierung der Daten aus dem Histogramm. Geben Sie
insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, absoluten und relati-
ven Klassenhéufigkeiten, Héaufigkeitsdichten sowie die Werte der empirischen Ver-
teilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 20.0927

(d) Welche Naherung fiir die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 10 und 40 kénnen
Sie unter Verwendung der approximativen Verteilungsfunktion fiir die klassierten
Daten berechnen?

(e) Bestimmen Sie niherungsweise unter Verwendung der approximativen Verteilungs-
funktion fiir die klassierten Daten das untere Quartil.

Aufgabe 5 (2 + 2 4+ 2 = 6 Punkte)

Eine Lostrommel enthélt 10 (gleichartige) Kugeln, die von 1 bis 10 durchnummeriert sind.
Es wird einmalig rein zufillig eine der 10 Kugeln gezogen.

(a) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum zur Beschreibung dieses Zu-
fallsexperiments an.

(b) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel mit einer geraden Zahl zu ziehen?
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel mit einer Zahl kleiner oder gleich 5
zu ziehen?

(c) Sind die Ereignisse ,,Kugel mit einer geraden Zahl“ und ,,Kugel mit einer Zahl kleiner
oder gleich 5“ aus Teil (b) stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre Antwort!
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Aufgabe 6 (5 4+ 2 = 7 Punkte)

Ein Sanitérinstallationsbetrieb verwendet fiir die Ausfithrung von Warmwasser-Installa-
tionen drei unterschiedlichen Systeme A, B und C von verschiedenen Herstellern. Dabei
werden Warmwasser-Installationen mit einer Wahrscheinlichkeit von 40% mit System A,
35% mit System B und 25% mit System C ausgefiihrt. Bei den anschlieSenden Druckprii-
fungen gibt es erfahrungsgemafl mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% bei System A, 2.5%
bei System B und 3% bei System C Undichtigkeiten.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewihlte Warmwasser-
Installation bei der Druckpriifung nicht undicht ist?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bei der Druckpriifung nicht undichte
Installation mit System C ausgefiihrt wurde?

Aufgabe 7 (34 2+ 5+ 6+ 2 = 18 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Verteilungsfunktion
gegeben:
( 0 fir o < -2

1.2, 1 2 o

Feo —5r’+ v+ 3 fir —2<2<1
X p—
%x2—%x+1 firl <ax<2

L 1 fir x > 2
(a) Berechnen Sie eine Dichtefunktion fx von X.
(b) Berechnen Sie P ({—1 < X <0}) und P ({0 < X < 1}).
(c) Bestimmen Sie den Median und das obere Quartil von X.
(d) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

)

(e) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von Y := —2- X + 3.
Hinweis: Var(X) = 1.72

Aufgabe 8 (2+ 8+ 1+ 2+ 3 =16 Punkte)

Ein fairer (sechsseitiger) Wiirfel wird zweimal geworfen. Es seien X die Anzahl der Wiirfe
mit einer Augenzahl < 3 sowie Y die Anzahl der Wiirfe mit einer ungeraden Augenzahl.

(a) Welcher Verteilung geniigen X und Y (jeweils)?

(b) Die gemeinsame Verteilung von (X,Y") ist gegeben durch:

X\Y |0 1 9
1 1 1
0 9 9 36
1 5 1
1 9 I 9
1 1 1
2 3% 3 3
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Bestimmen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).

Hinweis: Beachten Sie, dass Sie die diesen Aufgabenteil unter Verwendung der Er-
gebnisse aus Teil (a) zum Teil recht schnell und insbesondere vollstindig ohne die
Bestimmung der Randwahrscheinlichkeiten von X und Y ldsen konnen!

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit nehmen sowohl X als auch Y Werte von mindestens
1 an?

(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Ihre Antwort.
(e) Berechnen Sie E (2X — 4Y') sowie Var (2X —4Y).

Aufgabe 9 (2 + 4 + 3 = 9 Punkte)
Die Zufallsvariablen X7, ..., X,s seien unabhéngig identisch Pois(3)-verteilt. Die Summe
der Zufallsvariablen X, sei mit

48

Y:ZX12X1++X48

i=1
bezeichnet.

(a) Geben Sie die (exakte) Verteilung von Y sowie deren Erwartungswert E(Y') und
Varianz Var(Y) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um niherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Y Werte zwischen 140 und 150 annimmt.

(c¢) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise ein 0.975-Quantil
von Y zu bestimmen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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17 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS
2022/23

Aufgabe 1 (18 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen z#hlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Empirische Verteilungsfunktionen F koénnen streng monoton |:| |:|
wachsend auf R sein.

2. Die jahrlichen Inflationsraten in Deutschland betrugen in den |:| |:|
Jahren 2019-2022 im Einzelnen 1.4%, 0.5%, 3.1% und 6.9%. Da-
mit betriagt die durchschnittliche jahrliche Inflationsrate in die-
sem Zeitraum (gerundet) 2.975%.

]
]

3. Sind in einer Klausur mehr weibliche als ménnliche Priifungsteil-
nehmende durchgefallen und haben mehr ménnliche als weibli-
che Priiflinge an der Klausur teilgenommen, so kann man dar-
aus stets schlieflen, dass die Durchfallquote unter den weiblichen
Priiflingen grofer ist als die unter den ménnlichen.

4. Sind (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € F zwei
Ereignisse mit P(ANB) = P(A)+ P(B), dann muss stets sowohl
P(A) =0 als auch P(B) = 0 gelten.

5. Die Wahrscheinlichkeit, durch rein zufillige Anordnung der
Buchstaben E, E, K, L, S, S das Wort KESSEL zu erhalten,
betrigt (gerundet) 0.556%.

6. Exponentialverteilte Zufallsvariablen sind nie symmetrisch.

7. Wird bei allen 9 Aufgabenteilen dieser Aufgabe jeweils rein zu-
fillig (entweder) “wahr” oder “falsch” angekreuzt, so betréigt der
Erwartungswert fiir die erreichte Punktzahl 9.

I e A
I e A

8. Ist die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y (mit existie-
renden Varianzen) positiv, so ist die Varianz der Differenz von
X und Y kleiner als die Summe der einzelnen Varianzen (von X

und Y).

]
]

9. Sind Xi,..., X, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit
X; ~ B(n;,pi), i € {1,...,n}, dann geniigt Y = > | X; einer
B(n,p)-Verteilung mit n =", n; und p= Y"1 p;.
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Aufgabe 2 (15 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|
c) platykurtisch und rechtssteil |:|
d) platykurtisch und linkssteil |:|

T T T T
50 60 70 80

2. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

) (a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
° (b) leptokurtisch und linkssteil [ ]
3 (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
8 (d) platykurtisch und linkssteil |:|

T T T 1
90 95 100 105

3. Von den beiden Ereignissen A und B eines Wahrscheinlichkeitsraums (€2, F, P) sei
bekannt, dass

e mit einer Wahrscheinlichkeit von = Ereignis A, aber nicht Ereignis B eintritt,

= Wl

e mit einer Wahrscheinlichkeit von 7 Ereignis B, aber nicht Ereignis A eintritt,

4

e (mindestens) eines der beiden Ereignisse stets eintritt.

Damit
(a) tritt das Ereignis B mit der Wahrscheinlichkeit 3 ein. |:|
(b) tritt das Ereignis B mit der Wahrscheinlichkeit 2 ein. |:|
(c) tritt das Ereignis B mit der Wahrscheinlichkeit 2 ein. |:|
(d) kann die Wahrscheinlichkeit von B nicht bestimmt werden. |:|
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4. Wihrend einer Pressekonferenz sollen die 8 Vorstandsmitglieder (4 Frauen und 4
Ménner) eines Unternehmens nebeneinander an einem langen Tisch (mit 8 Stithlen)
sitzen. Wie viele Moglichkeiten zur Anordnung der 8 Vorstandsmitglieder gibt es
hierbei, wenn sich die Geschlechter jeweils abwechseln sollen?

(a) 1152 Méglichkeiten [ ]
(b) 576 Moglichkeiten [ ]
(c) 48 Moglichkeiten |:|
(d) 24 Moglichkeiten |:|

5. Esseien X und Y zwei Zufallsvariablen tiber dem Wahrscheinlichkeitraum (2, F, P)
mit existierenden positiven Varianzen Var(X) und Var(Y) sowie existierender
Kovarianz Cov(X,Y). Dann gilt fiir die Unkorreliertheit von X und Y sowie die
stochastische Unabhéngigkeit von X und Y:

(a) Es gibt keinen Zusammenhang zwischen Unkorreliertheit und Un- [ |
abhéngigkeit.
(b)  Aus der Unkorreliertheit folgt die stochastische Unabhéingigkeit.

(¢) Aus der stochastischen Unabhéngigkeit folgt die Unkorreliertheit.

HiNIN

(d) Unkorreliertheit und stochastische Unabhéngigkeit sind dquivalent.

Aufgabe 3 (44 1+ 5+ 1= 11 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei die folgende empirische Verteilungsfunktion gegeben:
(0.000 fir =<3
0.225 fur 3<z <4
0.575 fir 4<x <5
0.800 fiir 5<x <6
0950 fir 6<x<7
[ 1.000 fir z>7
AuBlerdem sei die Lénge der Urliste n = 40 bekannt.

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Héufigkeiten.
(b) Wie grof} ist der Anteil der Urlisteneintrige, die Werte von mehr als 4 annehmen?

(c) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(d) Bestimmen Sie ein unteres Quartil des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 50 gegeben:

Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS 2022/23 Seite 98



10.62, 11.15, 11.26, 11.65, 11.73, 14.40, 14.40, 15.21, 17.37, 18.89, 19.50, 19.63,
19.77, 20.34, 21.32, 22.21, 22.43, 23.42, 23.61, 24.10, 25.84, 26.27, 26.44, 26.53,
26.67, 27.12, 27.41, 28.04, 28.18, 28.26, 30.54, 30.77, 31.11, 31.26, 32.01, 32.49,
35.01, 35.24, 35.98, 36.05, 36.15, 36.47, 36.93, 37.06, 37.32, 37.46, 38.49, 39.06,
39.70, 39.87

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
K, = (0,15], Ky = (15,25], K3 = (25,35], K4 = (35, 40]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhaufigkeiten, Héufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 26.6557

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 25 und
30. Welche Naherung fiir diese Anzahl konnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.

Aufgabe 5 (6 + 2 + 1 = 9 Punkte)

In einer FuBballmannschaft sind die vier Mitspielerinnen Andrea, Beatrice, Christina und
Dana fiir die Ausfithrung von Eckstéflen zusténdig. Dabei werden Eckstofle mit einer
Wahrscheinlichkeit von 40% von Andrea, mit einer Wahrscheinlichkeit von 30% von Bea-
trice, mit einer Wahrscheinlichkeit von 20% von Christina und mit einer Wahrscheinlich-
keit von 10% von Dana ausgefiihrt. Aus einer ausfiihrlichen statistischen Auswertung ist
bekannt, dass Eckstéfie von Andrea mit einer Wahrscheinlichkeit von 13%, Eckstoe von
Beatrice mit einer Wahrscheinlichkeit von 10%, Eckstofe von Christina mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 7% und Eckstofie von Dana mit einer Wahrscheinlichkeit von 4% zu
einem Tor fithren.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewahlter Eckstofl zu einem
Tor fiihrt?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eckstof}, der nicht zu einem Tor gefiihrt
hat, von Beatrice ausgefiihrt wurde?

(c) Sind die Ereignisse ,,Eckstof fithrt zu einem Tor* und ,,Eckstof§ wird von Beatrice
ausgefiithrt“ stochastisch unabhéngig?
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Aufgabe 6 (5 + 2+ 6 + 4 = 17 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
ix—l—i fir —1<z<1

fx(@)=<¢ —2x+2 firl<z<2
0 sonst
(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.
(b) Berechnen Sie P ({X < —1}) und P ({—4 < X <1}).
(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

(d) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

Aufgabe 7 (3 + 3 = 6 Punkte)

Die Anzahl der Netzwerkausfille pro Monat in einem bestimmten Rechenzentrum lasse
sich als eine Pois(0.1)-verteilte Zufallsvariable auffassen. Auflerdem soll angenommen wer-
den, dass die Anzahl der Netzwerkausfélle pro Monat in dem betreffenden Rechenzentrum
fiir unterschiedliche Monate stochastisch unabhéngig ist.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignet sich in einem Monat in dem betreffenden
Rechenzentrum hochstens 1 Netzwerkausfall?

(b) Welche Verteilung hat die Anzahl der Netzwerkausfille pro Jahr in dem betreffenden
Rechenzentrum? Mit welcher Wahrscheinlichkeit ereignet sich in einem Jahreszeit-
raum in dem betreffenden Rechenzentrum mindestens 1 Netzwerkausfall?

Aufgabe 8 (24 3+ 9 + 3 = 17 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |2 3 4 pi
L 5 2%

N ! "

2 W i 2%

D
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(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X unter der Bedin-
gung Y = y; fiir alle y; € T(Y) iiber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlich-
keitsfunktionen an.

(c) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).
(d) Berechnen Sie E (—2X + 4Y') sowie Var (—2X +4Y).

Aufgabe 9 (2 4+ 2 + 4 = 8 Punkte)

Ein Online-Héndler bietet fiir 225 der an einem Tag eingehenden Bestellungen einen
Express-Lieferservice an, der eine Abfertigung der Bestellung am néchsten Arbeitstag ga-
rantiert. Es ist davon auszugehen, dass die Zeitdauern zur Abfertigung einzelner Express-
Bestellungen (in Stunden) unabhéngig identisch verteilt sind mit einer mittleren Abferti-
gungsdauer von (.16 Stunden bei einer Standardabweichung von 0.05 Stunden.

(a) Welchen Erwartungswert und welche Standardabweichung hat die Summe der Ab-
fertigungsdauern von 225 Express-Bestellungen?

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um die Wahrscheinlichkeit, dass 225
Express-Bestellungen in hochstens 37.5 (Mitarbeiter-)Stunden abgefertigt werden
konnen, (ndherungsweise) zu berechnen.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um niaherungsweise einen um den zu-
gehorigen Erwartungswert symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich die
Gesamtabfertigungsdauer von 225 Express-Bestellungen mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.95 realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung der Aufgabenteile (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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18 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2023

Aufgabe 1 (18 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Das stetige Merkmal mit der (sortierten) Urliste |:| |:|
1.2,2.4,3.6,3.9,4.3,5.1,5.5,6.8
hat xo5 = 3.9 als einzigen Median.

2. Mit dem (korrigierten) Pearsonschen Kontingenzkoeffizienten
kann die Richtung der Abhéngigkeit zwischen zwei Merkmalen
gemessen werden.

3. Esseien A und B zwei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) mit P(A) = 0.3, P(B) = 0.2 und P(AUB) = 0.4.
Damit gilt P(AN B) = 0.1.

4. Die Wahrscheinlichkeit, beim (gleichzeitigen) Werfen von fiinf
fairen (sechsseitigen) Wiirfeln ausschliefilich gerade Punktzahlen
zu erhalten, betrigt 6.25%.

5. Wenn man bei der Vorbereitung auf eine Priifung zwei der mog-
lichen 13 Themengebiete ausspart, so hat man fiir die Auswahl
der ausgesparten Themengebiete 78 Moglichkeiten.

6. Die Anzahl der Tragerpunkte diskreter Zufallsvariablen ist stets
endlich.

7. Geometrisch verteilte Zufallsvariablen konnen symmetrisch (um
ihren Erwartungswert) sein.

8. Fiir zwei stochastisch unabhéingige Zufallsvariablen X und Y gilt
(bei Existenz der entsprechenden Momente) stets E(X - Y) =
E(X) - E(Y).

N 1 e s D 0 O B A B
N 1 e s D 0 O B A B

9. Seien X7, X5 und Xj stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen
mit Var(X;) = 40, Var(X3) = 30, sowie Var(X3) = 20. Dann gilt
Var(X1 + X2 — X3> = 50.

Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2023 Seite 102



Aufgabe 2 (15 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

(a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
(b) leptokurtisch und linkssteil |:|
e m 777777 | (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
- (d) platykurtisch und linkssteil |:|

75 80 85 920 95 100 105 110

2. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

g (a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
(b) leptokurtisch und linkssteil ]
h i (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
; ‘ ‘ ‘ SR (d) platykurtisch und linkssteil |:|

40 50 60 70 80

3. Von den Personen, die an einer 2-tdgigen Veranstaltung teilgenommen haben,
waren 80% am ersten und 60% am zweiten Veranstaltungstag anwesend. Wie
grofl ist die (gegebenenfalls gerundete) Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig aus-
gewahlte am zweiten Tag anwesende Person auch schon am ersten Tag anwesend war?

(a) 40% [ ]
(b)  60% [ ]
(c) 66.67% [ ]
(d) 100% [ ]
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4. Vor einem Spiel einer Fulballweltmeisterschaft laufen gemeinsam mit den 11 Spielern
einer Fulballmannschaft auch 11 sogenannte Einlaufkinder auf das Spielfeld, so dass
beim Abspielen der Nationalhymne vor jedem der 11 Spieler jeweils ein Einlaufkind
steht. Damit gibt es fiir die Zuordnung, welches der 11 Kinder vor welchem der 11
Nationalspieler dieser Mannschaft steht, insgesamt

(a)
(b)
(c)

22! Moglichkeiten.

11! Moglichkeiten.
(22)1; Moglichkeiten.

22
(d) <1 1) Maoglichkeiten.

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]

5. Sind X und Y zwei stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ B(50,0.1)
und Y ~ B(50,0.1), dann ist die Verteilung von X + Y eine

Aufgabe 3

(a) B(50,0.2)-Verteilung.
(b) B(50,0.1)-Verteilung.
(c) B(100,0.2)-Verteilung.
( (

d) B(100,0.1)-Verteilung.

(24+4+5+3+1+ 1= 16 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei das folgende Stabdiagramm gegeben:

10

h(a)

NN

(a) Geben Sie die Menge A der Merkmalsauspriagungen und die Lange n der Urliste an.

(b) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Haufigkeiten.

(c) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Standardabwei-

chung des Merkmals X.

(d) Geben Sie die empirische Verteilungsfunktion des Merkmals X an.

(e) Wie groB ist der Anteil der Urlisteneintrége, die Werte von hochstens 5 annehmen?

(f) Berechnen Sie ein oberes Quartil des Merkmals X.
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Aufgabe 4 (6 + 4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Liange n = 40 gegeben:

(b)

(c)

(d)

10.30, 14.45, 15.05, 15.46, 16.36, 16.60, 17.12, 17.76, 20.39, 20.68, 21.95, 22.35,
22.47, 22.60, 23.86, 24.55, 24.83, 25.29, 25.46, 25.67, 28.52, 28.72, 28.77, 29.38,
29.57, 29.87, 30.04, 30.19, 30.26, 30.32, 30.46, 30.85, 31.04, 32.00, 32.44, 32.77,
33.21, 33.22, 33.89, 34.89

Fiithren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
Ky = (5,15], Ky = (15,25], K3 = (25,30], K; = (30, 35]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhéufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 25.597

Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 10 und
25. Welche Naherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) den Median sowohl exakt
aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir die klas-
sierten Daten.

Aufgabe 5 (5 4+ 2 + 2 = 9 Punkte)

Ein Versandhaus beauftragt fiir den Versand seiner Sendungen einen von insgesamt drei
verschiedenen Versand-Dienstleistern A, B und C. Dabei werden durchschnittlich 45%
der Sendungen an Dienstleister A, 25% der Sendungen an Dienstleister B und 30% der
Sendungen an Dienstleister C {ibergeben. Die umfangreiche Auswertung der vorhandenen
Kunden-Feedbacks zu Qualitit und Geschwindigkeit der Lieferung ergab, dass 4% der
Lieferungen mit Dienstleister A, 5% der Lieferungen mit Dienstleister B und 3% der
Lieferungen mit Dienstleister C beanstandet werden.

(a)

(b)

(c)

Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéahlte Sendung keinen
Anlass zur Beanstandung durch den Kunden bietet?

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine beanstandete Lieferung mit Dienst-
leister C versendet wurde?

Sind die Ereignisse ,,Lieferung wird beanstandet” und ,,Dienstleister C war mit dem
Versand beauftragt” stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Ihre Antwort!
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Aufgabe 6 (5+ 24 6 + 4 = 17 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
2—101’—1—% fir —2<2x<0

fx(z) = —%x—i—% firo<z<3
0 sonst

a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F'x von X.

()

(b) Berechnen Sie P ({—1 < X <0}) und P ({0 < X < 1}).

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
)

(d) Bestimmen Sie den Median von X.

Aufgabe 7 (2 + 3 = 5 Punkte)

Als Hausaufgabe im Fach Politik waren die Geburtsdaten von 30 bekannten Politikern
auswendig zu lernen. Der Schiiler Samuel Schlauberger hat 27 dieser Geburtsdaten aus-
wendig gelernt (die Chance, bei den anderen 3 Geburtsdaten durch Raten eine richtige
Antwort zu geben, sei gleich Null). Der Lehrer iiberpriift, ob Samuel die Hausaufgabe
ordentlich erledigt hat, indem er 5 Mal rein zufillig und unabhingig voneinander einen
der Politiker auswéahlt und die zugehorigen Geburtsdaten abfragt. Kann Samuel mindes-
tens zu 4 dieser 5 Politiker die Geburtsdaten korrekt angeben, so ist die Uberpriifung
bestanden.

(a) Welche Verteilung besitzt die Anzahl der von Samuel abgegebenen richtigen Ant-
worten?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besteht Samuel die Uberpriifung?
Aufgabe 8 (24 3+ 5 + 3 = 13 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X,Y):

X\Y | -1 0 1 pi.
1 i 5 16

2 |4 ! :

4|4 : b

D
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(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von X unter der Bedin-
gung Y = y; fiir alle y; € T(Y) iiber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlich-
keitsfunktionen an.

(c) Berechnen Sie mit Hilfe der Zwischenergebnisse

1 2
E(Y) = g,E(XQ) = Z5 und E(Y?) = g

die Groflen Var(X), Var(Y), Cov(X,Y) sowie Korr(X,Y').
(d) Berechnen Sie E (2X — 4Y") sowie Var (2X —4Y).

Aufgabe 9 (2 + 2 + 4 = 8 Punkte)

Ein freiberuflicher Netzwerktechniker benotigt fiir das Auflegen eines Netzwerkanschlusses
im Mittel 11 Minuten bei einer Standardabweichung von 3 Minuten. Man kann davon
ausgehen, dass die benotigten Zeitdauern fiir die einzelnen Anschliisse nicht gegenseitig
voneinander abhéngen. In einem bestimmten Schaltschrank sind insgesamt 64 Anschliisse
aufzulegen.

(a) Geben Sie die den Erwartungswert sowie die Standardabweichung der gesamten
Arbeitszeit (fiir alle 64 Netzwerkanschliisse) an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit der Netzwerktechniker nicht lénger als 12 Stunden bzw.
720 Minuten zum Auflegen aller Anschliisse benotigt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um ndherungsweise einen um den zu-
gehorigen Erwartungswert symmetrischen Bereich zu bestimmen, in dem sich die
gesamte Arbeitszeit fiir 64 Netzwerkanschliisse mit einer Wahrscheinlichkeit von
0.95 realisiert.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c¢) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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19 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS
2023/24

Aufgabe 1 (18 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen z#hlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Beim Modus (oder Modalwert) eines kardinalskalierten Merk-
mals X handelt es sich um die grofite angenommene Merkmals-
auspragung von X.

2. Am Vorzeichen des Bravais-Pearsonschen Korrelationskoeffizien-
ten zweier Merkmale X und Y kann man erkennen, ob X auf Y
wirkt oder umgekehrt (Y auf X).

]
]

3. Esseien A und B zwei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) mit P(B\A) = 0.3 und P(A\B) = 0.4. Dann
gilt stets P(AU B) > 0.7.

]
]

4. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich bei rein zufélliger Anordnung
der Ziffern 1, 1, 1, 3, 3 und 7 die Zahl 317131 ergibt, betrégt
(gef. gerundet) 1.667%.

]
]

5. Esseien A, B und C drei Ereignisse in einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, P) mit P(C') > 0. Gilt sowohl P(A|C) < P(A)
als auch P(B|C) < P(B), dann gilt stets auch P(AN B|C) <
P(ANB).

]
]

6. Verteilungsfunktionen stetiger Zufallsvariablen sind stets streng
monoton wachsend auf R.

]
]

7. Binomialverteilte Zufallsvariablen sind nie symmetrisch (um ih-
ren Erwartungswert) verteilt.

]
]

8. Die Funktion px : R — R mit

1
— fir xz € {11,12,...,20}
0 sonst

erfiillt alle Voraussetzungen fiir Wahrscheinlichkeitsfunktionen
diskreter Zufallsvariablen.

9. Existieren alle beteiligten Momente, so gilt: Ist die Kovarianz |:| |:|
zweier Zufallsvariablen X und Y negativ, dann ist die Varianz
der Differenz von X und Y grofler als die Summe der einzelnen
Varianzen (von X und Y).
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Aufgabe 2 (15 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

g (a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
g (b) leptokurtisch und linkssteil [ ]
i g (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
g alllHHH R (d) platykurtisch und linkssteil |:|

2. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

(a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
(b) leptokurtisch und linkssteil |:|
77777777777777777777777 (c) platykurtisch und rechtssteil [ ]
(d) platykurtisch und linkssteil |:|

3. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste
sehr gut, sehr gut, sehr gut, gut, gut, befriedigend, befriedigend, ausreichend

des ordinalskalierten Merkmals X lauten:

(a) 1, 1, 1, 4, 4, 6, 6, 8 [ ]
(Mb) 1, 1, 1, 2, 2, 4, 3, 4 [ ]
(c) 2, 2, 2, 45, 45, 65, 6.5, 8 [ ]
(d) 15, 15, 1.5, 45 45 65, 6.5, 8 [ ]
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4. In einer Eisdiele werden insgesamt 13 verschiedene Eissorten als Kugeln fiir Eiswaffeln
angeboten. Wie viele Méglichkeiten haben Sie zur Zusammenstellung einer Eiswaffel
mit 3 Kugeln, wenn Sie nicht mehrere Kugeln derselben Sorte in der Waffel haben
mochten und die Reihenfolge, in der die Kugeln in der Waffel angeordnet sind, egal ist?

(a) 31 Moglichkeiten. [ ]
(b) 133 Moglichkeiten. |:|
13!
(c) (13)s = {5 Moglichkeiten. [ ]
13 13!
(d) (3) 3100 Méoglichkeiten. |:|

5. Sind X;, X5 und X3 drei stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~
N(30,6%), Xy ~ N(70,12%) und X3 ~ N(50,4?), dann ist die Verteilung von
X1+ Xo + X5 eine

a) N(50,22?)-Verteilung.

( (5

(b)  N(50, 14?)-Verteilung.
(c) N(150,222)-Verteilung.
(d) N(150,14?)-Verteilung.

NN

Aufgabe 3 (34+3+ 1+ 5+ 1= 13 Punkte)

Bei einer Umfrage wurden 50 Personen befragt, wie viele Tagesgeldkonten sie in den
vergangenen 12 Monaten neu erdffnet haben (Merkmal X'). Das Ergebnis der Umfrage ist
die folgende (bereits aufsteigend sortierte) Urliste zu X:

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1L,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2.2,2 2 2 3

(a) Erstellen Sie eine Tabelle mit den absoluten und relativen Haufigkeiten.
(b) Stellen Sie die zugehorige empirische Verteilungsfunktion auf.

(c) Wie grof3 ist der Anteil der Personen in der Umfrage, die mindestens 1 Tagesgeld-
konto in den vergangenen 12 Monaten neu eroffnet haben?

(d) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(e) Bestimmen Sie ein oberes Quartil des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4+ 3+ 2+ 2= 17 Punkte)

Gegeben sei das folgende Histogramm zur Klassierung einer Urliste der Lange n = 200:
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(a)

0.0510 0.0620

0.0370
|

Haufigkeitsdichte f;

0.0065
|

10 15 20 30 40

Rekonstruieren Sie die Klassierung der Daten aus dem Histogramm. Geben Sie
insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, absoluten und relati-
ven Klassenhéufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der empirischen Ver-
teilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 19.8957

Welche Niherung fiir die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 20 und 35 kénnen
Sie unter Verwendung der approximativen Verteilungsfunktion fiir die klassierten
Daten berechnen?

Bestimmen Sie ndherungsweise unter Verwendung der approximativen Verteilungs-
funktion fiir die klassierten Daten das obere Quartil.

Aufgabe 5 (1 4+ 2+ 2 + 2 = 7 Punkte)

Eine Urne enthélt 128 gleichartige Kugeln, von denen 8 blau und gestreift, 32 rot und
gestreift, 64 blau und gepunktet sowie 24 rot und gepunktet sind. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass

(a)
(b)
(c)

(d)

eine rein zuféllig aus der Urne entnommene Kugel rot und gestreift ist?
eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel blau ist?

eine rein zufillig aus der Urne entnommene Kugel gepunktet ist, wenn man weif3,
dass sie rot ist?

bei dreimaligem rein zufélligen Ziehen mit Zuriicklegen die erste Kugel blau, die
zweite Kugel rot und die letzte Kugel gestreift ist?
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Aufgabe 6 (4 + 2 4+ 2 = 8 Punkte)

An einer seltenen Krankheit seien 1.5% der Bevolkerung einer bestimmten Altersgrup-
pe erkrankt. Zum Einsatz in flichendeckenden Friiherkennungsuntersuchungen existiere
ein medizinisches Diagnoseverfahren, welches erkrankte Personen mit einer Wahrschein-
lichkeit von 96% (korrekterweise) auch als krank einstuft, bei gesunden (bzw. nicht an
dieser Krankheit erkrankten) Personen allerdings mit einer Wahrscheinlichkeit von 3%
(filschlicherweise) ebenfalls eine entsprechende Erkrankung diagnostiziert.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Patient in der betrachteten Altersgruppe
im Rahmen einer Fritherkennungsuntersuchung als krank eingestuft?

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird sich eine positive Diagnose bei einer Friiher-
kennungsuntersuchung in der betrachteten Altersgruppe als falsch herausstellen?

(c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine richtige Diagnose bei einer Friiherken-
nungsuntersuchung in der betrachteten Altersgruppe?

Aufgabe 7 (5+ 146 + 4 =16 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Dichtefunktion
gegeben:
—;1193+% fir0<z<?2

fx(z) = %x—i fir2<axz<4
0 sonst

(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fxy von X.
(b
(c

(d) Bestimmen Sie das untere Quartil von X.

Berechnen Sie P ({X < 1}).

)
)
) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).
)

Aufgabe 8 (24 3+ 9 + 3 = 17 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |2 0 2 pi.
1 W 2 i

2 |3 ! "

4|4 : &

D
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(a) Ergénzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Y unter der Bedingung
X = x; fir alle z; € T(X) iber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlichkeits-
funktionen an.

(c) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).
(d) Berechnen Sie E (4X — 2Y) sowie Var (4X — 2Y).

Aufgabe 9 (2 4+ 4 + 3 = 9 Punkte)
Die Zufallsvariablen X7, ..., X425 seien unabhéngig identisch B(1,0.8)-verteilt. Die Sum-
me der Zufallsvariablen X; sei mit

625
Y::ZXZ‘:X1+---+X625

i=1
bezeichnet.

(a) Geben Sie die (exakte) Verteilung von Y sowie deren Erwartungswert E(Y') und
Varianz Var(Y') an.

(b) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um naherungsweise zu bestimmen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit Y Werte zwischen 485 und 508 annimmt.

(c) Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um néherungsweise ein 0.90-Quantil
von Y zu bestimmen.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c¢) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!

Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung WS 2023 /24 Seite 113



20 Deskr. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung SS 2024

Aufgabe 1 (18 Punkte)

Markieren Sie jeweils mit einem Kreuz pro Aussage im betreffenden Kistchen, ob die
unten stehenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Richtige Antworten geben 2 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aussagen
0 Punkte (Aussagen mit zwei Kreuzen zihlen als nicht bearbeitet!).

wahr  falsch

1. Die Summe der Flédcheninhalte aller Rechtecke eines Histo- |:| |:|
gramms betriagt stets 1.

2. Wenn Sie mit einem Elektrofahrzeug 300 km bei einem durch- |:| |:|
schnittlichen Verbrauch von 20 kWh pro 100 km und anschlie-
Bend 200 km bei einem durchschnittlichen Verbrauch von 15

kWh pro 100 km zuriicklegen, so betrédgt der Gesamtdurchschnitt
des Verbrauchs 18 kWh pro 100 km.

]
]

3. Modalwerte eines Merkmals X konnen nur dann bestimmt wer-
den, wenn das Merkmal X ordinal- oder kardinalskaliert ist.

]
]

4. Wenn die Aufstellung einer 4 x400-m-Staffel aus der Auswahl von
4 aus 6 Kadersportlerinnen sowie der Festlegung der Reihenfolge
fiir die ausgewéhlten 4 Sportlerinnen besteht, so gibt es fiir die
Aufstellung insgesamt 360 Moglichkeiten.

]
]

5. In einem Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum ist die Anzahl
der Elemente in € stets endlich.

]
]

6. Seien (Q,F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und
A,B € F mit 0 < P(A) < 1. Dann gilt stets:

P(B|A) + P(B|A) = 1

]
]

7. Binomialverteilte Zufallsvariablen sind stets symmetrisch (um
ihren Erwartungswert) verteilt.

]
]

8. Gilt Cov(X,Y) = 0 fiir zwei Zufallsvariablen X und Y, so gilt
stets auch E(X - Y) = E(X) - E(Y).

]
]

9. Liegen alle Tragerpunkte eines zweidimensionalen diskreten Zu-
fallsvektors (X,Y’) auf einer Geraden mit der Steigung 0.3, so
gilt Korr(X,Y) = 0.3.
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Aufgabe 2 (15 Punkte)

Markieren Sie jeweils die korrekte Antwort mit einem Kreuz im betreffenden Kistchen.
Es ist jeweils genau ein Kreuz korrekt.

Richtige Antworten geben 3 Punkte, falsche Antworten und nicht bearbeitete Aufga-
benteile 0 Punkte (Aufgabenteile mit mehr als einem Kreuz ziihlen als nicht bearbei-
tet!).

1. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften der folgende Box-Plot am ehesten
hindeutet:

a) leptokurtisch und rechtssteil [ ]
b) leptokurtisch und linkssteil |:|
c) platykurtisch und rechtssteil |:|
d) platykurtisch und linkssteil |:|

T T T T T
8 10 12 14 16

2. Kreuzen Sie an, auf welche Merkmalseigenschaften das folgende Histogramm am ehe-
sten hindeutet:

E (a) leptokurtisch und rechtssteil |:|
2 (b) leptokurtisch und linkssteil [ ]
. g (c) platykurtisch und rechtssteil |:|
8 (d) platykurtisch und linkssteil |:|

3. Die Rénge rg(X)1,...,rg(X)s zur (der Einfachheit halber sortierten) Urliste

sehr zufrieden, sehr zufrieden, zufrieden, zufrieden,
weniger zufrieden, unzufrieden, unzufrieden, unzufrieden

des ordinalskalierten Merkmals X lauten:
(a) 1, 1, 3, 3, 5, 6, 6, 6
(b 1, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 4
(¢) 1.5, 1.5, 3.5, 3.5, 4, 6.5, 6.5, 6.5
(d) 1.5, 1.5, 3.5, 35 5 7, 7, 7

)
)

NN
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4. Die Anzahl der verschiedenen (sechsstelligen) Zahlen, die aus den Ziffern 3, 3, 5, 5,
8, 9 gebildet werden konnen, betrégt:

(a) 180 [ ]
(b) 256 [ ]
(c) 720 [ ]
(d) 16200 [ ]

5. Sind X;, X5 und X3 drei stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X; ~
N(40,6%), Xy ~ N(40,9%) und X3 ~ N(40,2%), dann ist die Verteilung von
X1+ Xs + X5 eine

a) N (40,11?)-Verteilung.

( (

(b) N (40,17?%)-Verteilung.
(c) N(120,112)-Verteilung.
(d) N(120,17?)-Verteilung.

NN

Aufgabe 3 (44 1+ 5+ 1= 11 Punkte)

Zu einem erhobenen Merkmal X sei die folgende empirische Verteilungsfunktion gegeben:
(0.00 fir z<1
014 fur 1<z <3
0.56 fiir 3<z<5h
F(z)=4¢ 080 fir 5<a<7
092 fur 7<x <9
098 fur 9<z <11
(| 1.00 fir z>11
Auflerdem sei die Léange der Urliste n = 50 bekannt.

(a) Erstellen Sie eine Tabelle der absoluten und relativen Haufigkeiten.
(b) Wie grof§ ist der Anteil der Urlisteneintrége, die Werte von weniger als 7 annehmen?

(c) Berechnen Sie den arithmetischen Mittelwert und die empirische Varianz des Merk-
mals X.

(d) Bestimmen Sie einen Median des Merkmals X.

Aufgabe 4 (6 +4+ 3+ 3+ 3 =19 Punkte)

Zu einem kardinalskalierten Merkmal sei die folgende (zur einfacheren Bearbeitung der
Aufgabe bereits sortierte) Urliste der Lange n = 40 gegeben:

11.70, 13.29, 15.84, 18.11, 18.50, 18.97, 22.60, 25.97, 28.00, 29.55, 30.85, 31.83,
32.40, 34.77, 36.13, 39.02, 43.25, 45.80, 46.16, 46.42, 47.66, 48.76, 50.40, 51.25,
55.03, 58.24, 58.41, 61.45, 61.68, 64.21, 64.68, 65.15, 65.19, 70.37, 72.18, 76.02,
77.70, 78.69, 83.57, 86.68

(a) Fiihren Sie eine Klassierung der erhobenen Daten auf Grundlage der Klassen
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K1 = (10,20], K = (20,40], K3 = (40,60], K4 = (60, 100]

durch. Geben Sie insbesondere die jeweiligen Klassenbreiten, Klassenmitten, ab-
soluten und relativen Klassenhaufigkeiten, Haufigkeitsdichten sowie die Werte der
empirischen Verteilungsfunktion an den Klassengrenzen an.

(b) Stellen Sie die (approximative) empirische Verteilungsfunktion des Merkmals aus
der Klassierung der Daten auf.

(c) Berechnen Sie aus den klassierten Daten den (approximativen) arithmetischen Mit-
telwert der Daten. Wie grof} ist die relative Abweichung vom tatséchlichen (aus der
Urliste bestimmten) Mittelwert von 47.1627

(d) Bestimmen Sie (aus der Urliste) die Anzahl von Merkmalswerten zwischen 20 und
50. Welche Niherung fiir diese Anzahl kénnen Sie aus der in Teil (b) aufgestellten
empirischen Verteilungsfunktion berechnen?

(e) Bestimmen Sie (unter Verwendung der bekannten Konvention zur eindeutigen Fest-
legung von Quantilen bei kardinalskalierten Merkmalen) das untere Quartil sowohl
exakt aus der Urliste als auch approximativ mit Hilfe der Verteilungsfunktion fiir
die klassierten Daten.

Aufgabe 5 (4 + 2 = 6 Punkte)

Von den Unternehmen, die sich auf einer 2-tdgigen Messe prisentieren, sind 5% nur am
1. Tag sowie 10% nur am 2. Tag vertreten (die restlichen 85% sind an beiden Tagen
vertreten).

(a) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein (zufillig ausgewdhltes) Unternehmen, das am 1.
Tag vertreten war, auch am 2. Tag vertreten ist?

(b) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein (zufillig ausgewihltes) Unternehmen, das am 2.
Tag vertreten ist, nicht schon am 1. Tag vertreten war?

Aufgabe 6 (6 + 2 + 1 = 9 Punkte)

In einer Fulballmannschaft sind die vier Mitspielerinnen Anna, Beate, Christine und
Diana fiir die Ausfithrung von Eckstéflen zustdndig. Dabei werden Eckstofle mit einer
Wahrscheinlichkeit von 35% von Anna, mit einer Wahrscheinlichkeit von 35% von Beate,
mit einer Wahrscheinlichkeit von 20% von Christine und mit einer Wahrscheinlichkeit von
10% von Diana ausgefiihrt. Aus einer ausfiihrlichen statistischen Auswertung ist bekannt,
dass Eckstofle von Anna mit einer Wahrscheinlichkeit von 18%, Eckstéfe von Beate mit
einer Wahrscheinlichkeit von 15%, Eckstofie von Christine mit einer Wahrscheinlichkeit
von 12% und EckstoBe von Diana mit einer Wahrscheinlichkeit von 9% zu einem Tor
fithren.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewihlter Eckstofl nicht zu
einem Tor fithrt?

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ecksto8, der zu einem Tor gefiihrt hat,
von Christine ausgefiihrt wurde?
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(c) Sind die Ereignisse ,,Eckstof fithrt zu einem Tor“ und , Eckstofl wird von Christine
ausgefiihrt stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 7 (3+2+4+6+ 1+ 4= 16 Punkte)

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X sei durch die folgende Verteilungsfunktion
gegeben:

( 0 fir x < —4
1 1 1 ..
X p—
—%xQ—I—%m—k% fir0 <oz <2
L 1 fir z > 2

a) Berechnen Sie eine Dichtefunktion fy von X.

(
(b) Berechnen Sie P ({X > —2}) und P ({—2 < X < 1}).

)

)

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

(d) Ist X symmetrisch um ihren Erwartungswert verteilt (ohne Begriindung)?
)

(e) Bestimmen Sie das obere Quartil von X.

Aufgabe 8 (24+3+4+ 9+ 1+ 3 =18 Punkte)

Gegeben sei die folgende Tabelle der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung zu einem
zweidimensionalen diskreten Zufallsvektor (X, Y):

X\Y |2 0 2 pi.
2 0.16 0.04 0.05

4 0.40 0.15 0.05

6 0.04 0.01 0.10

D

(a) Ergéanzen Sie die obige Tabelle (in den vorgesehenen Feldern) um ihre Randvertei-
lungen.

(b) Geben Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Y unter der Bedingung
X = ; fiir alle z; € T(X) iiber die zugehorigen (bedingten) Wahrscheinlichkeits-
funktionen an.

(c) Berechnen Sie E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y') sowie Korr(X,Y).

(d) Sind X und Y stochastisch unabhéngig?
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(e)

Berechnen Sie E (3X — 2Y) sowie Var (3X — 2Y).

Aufgabe 9 (3 + 2 4+ 3 = 8 Punkte)

Aufgrund langjéhriger Aufzeichnungen iiber entsprechende Wahlbeteiligungen gehe man
davon aus, dass sich die 16600 wahlberechtigten Studierenden bei einer anstehenden Se-
natswahl unabhéngig voneinander jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von 7.5% dazu
entschliefen, ihr Wahlrecht auch auszuiiben und einen Stimmzettel auszufiillen.

(a)

(b)

(c)

Wie ist die Anzahl der ausgefiillten Stimmzettel Y exakt verteilt? Geben Sie auch
den Erwartungswert E(Y') sowie die Varianz Var(Y') der Anzahl der ausgefiillten
Stimmzettel an.

Die Wahlleitung entschliefit sich aus 6kologischen und 6konomischen Griinden, zu-
néchst nur 1300 Stimmzettel fiir die Wahl auszudrucken und weitere Stimmzettel
erst bei Bedarf nachzudrucken, falls mehr als die zunéchst gedruckten Stimmzettel
benotigt werden sollten. Mit welcher (mit dem zentralen Grenzwertsatz ndherungs-
weise zu bestimmenden) Wahrscheinlichkeit miissen keine Stimmzettel nachgedruckt
werden?

Verwenden Sie den zentralen Grenzwertsatz, um nidherungsweise die (kleinste) An-
zahl von Stimmzetteln zu bestimmen, die mit einer Wahrscheinlichkeit von (min-
destens) 99% ausreichend ist.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bearbeitung von Aufgabenteil (b) und (c) die Tabelle zur
Standardnormalverteilung auf Seite 120!
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Tabelle zur Standardnormalverteilung

Fyon(z) =2(z) = J% / R
d(z) =1—d(—x)

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1.0
1.1
1.2
1.3
14

1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

2.0
2.1
2.2
2.3
24

2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554

0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159

0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192

0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713

0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918

0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981

0.9987
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591

0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186

0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207

0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719

0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920

0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982

0.9987
0.9991
0.9993
0.9995
0.9997

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628

0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212

0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222

0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726

0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922

0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982

0.9987
0.9991
0.9994
0.9995
0.9997

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664

0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238

0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236

0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732

0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925

0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983

0.9988
0.9991
0.9994
0.9996
0.9997

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700

0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264

0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251

0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738

0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927

0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984

0.9988
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736

0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289

0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265

0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744

0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929

0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772

0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315

0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279

0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750

0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931

0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808

0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340

0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292

0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756

0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932

0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985

0.9989
0.9992
0.9995
0.9996
0.9997

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844

0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365

0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306

0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761

0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934

0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986

0.9990
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879

0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389

0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319

0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767

0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936

0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986

0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998
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